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íîâåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ó ïüåçîïîëèìåðîâ äîñòèãàåòñß ìå-
õàíè÷åñêèì âûòßãèâàíèåì ìîëåêóë â ïðèñóòñòâèè ñèëüíîãî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëß. Êîìïîçèöèîííûå ïüåçîýëåêòðèêè ïðåäñòàâëßþò ñîáîé íå-
áîëüøèå ÷àñòèöû èëè êóñî÷êè îáû÷íîé ïüåçîêåðàìèêè, ïîìåù¼ííûå â
ýëàñòîìåðíóþ ìàòðèöó.
Ïî êàæäîé ãðóïïå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ èìååòñß äîñòà-
òî÷íî îáøèðíàß ëèòåðàòóðà, îòíîñßùàßñß êàê ê òåîðåòè÷åñêîìó è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèß ýòèõ ìàòåðèàëîâ, òàê è èõ
ïðèìåíåíèþ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòßõ òåõíèêè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåëüçß
íå îòìåòèòü êëàññè÷åñêèå ìîíîãðàôèè [81, 173], ñòàâøèå íàñòîëüíûìè
êíèãàìè êàæäîãî ó÷¼íîãî â îáëàñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà. Èññëåäîâàíèþ
ïîâåäåíèß è ïðèìåíåíèþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, â îñíîâíîì
êâàðöà, ïîñâßùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [2, 21, 39, 101, 137, 155]. Îáøèð-
íûé ñïèñîê èçäàíèé è ïóáëèêàöèé, êàñàþùèõñß âîïðîñîâ èçãîòîâëåíèß
è ïðèìåíåíèß ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïðèâåäåí â îáçîðíûõ ñòà-
òüßõ [158, 162]. Õàðàêòåðèñòèêè íàèáîëåå èçâåñòíûõ îòå÷åñòâåííûõ ñî-
ñòàâîâ ïüåçîêåðàìèêè îïèñàíû â ðàáîòå [136]. Âîïðîñû, ñâßçàííûå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïüåçîïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ îáñóæäàþòñß, íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ [13, 158, 184, 206, 207, 219].
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Îïèñàíèå òèïîâûõ ýëåìåíòîâ ïüåçîòåõíèêè [13, 20, 130, 136, 137 è
äð.] ïîêàçûâàåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàß ôîðìà è âåëè÷èíà ïüåçîýëåìåí-
òîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ôóíêöèîíàëüíîãî íàçíà÷åíèß, ÷àñòîòû è âè-
äà êîëåáàíèé ìîæåò áûòü ñàìîé ðàçíîîáðàçíîé. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêîå
ïðèìåíåíèå íàõîäßò ïüåçîýëåìåíòû â ôîðìå òåë âðàùåíèß è òîíêèå
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïëàñòèíû ñ òîëùèííîé ïîëßðèçàöèåé, ðàññìàòðè-
âàåìûå â íàñòîßùåé ìîíîãðàôèè. Âîçìîæíîñòü ñîçäàíèß ïüåçîýëåìåí-
òîâ, ïî-ñóùåñòâó, ëþáîé ôîðìû ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ òåõíîëîãè÷å-
ñêèõ ïðè¼ìîâ, ñîçäàíèå íåîáõîäèìîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé ôîð-
ìîé íàïðàâëåíèß ïîëßðèçàöèè ïóò¼ì ñîîòâåòñòâóþùåãî íàíåñåíèß ýëåê-
òðîäîâ, øèðîêèé âûáîð ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèß ýëåêòðîäîâ  âîò òå îñî-
áûå ñâîéñòâà, êîòîðûå âûãîäíî îòëè÷àþò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå êåðàìèêè
îò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Åù¼ áîëåå ñîâåðøåííûìè ïî ñâîèì
êîíñòðóêöèîííî-òåõíîëîãè÷åñêèì âîçìîæíîñòßì ßâëßþòñß ïüåçîïîëè-
ìåðíûå ìàòåðèàëû.
Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòßõ òåõíèêè ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ìîäåëåé ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ìåõàíèêè,
ýëåêòðîäèíàìèêè è òåðìîäèíàìèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ê íàñòîßùåìó âðå-
ìåíè äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ïîñòðîåíèè òåîðèè ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ òåë ñ ïðèâëå÷åíèåì íàèáîëåå ïðîñòîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäå-
ëè, ïðåäïîëàãàþùåé óïðóãîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà è íå ó÷èòûâàþùåé
âßçêîñòè, ïëàñòè÷íîñòè è òåìïåðàòóðíûõ ýôôåêòîâ. Èññëåäîâàíèß â
ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëè âîçìîæíûìè áëàãîäàðß ôóíäàìåíòàëüíûì ðà-
áîòàì Â.Ò. Ãðèí÷åíêî, À.Ô. Óëèòêî, Í.À. Øóëüãè [26, 27, 165, 168, 171],
À.Í. Ãóçß, Ô.Ã. Ìàõîðòà [28], Æ. Ìîæåíà [123], Â. Íîâàöêîãî [126],
Â.Ç. Ïàðòîíà, Á.À. Êóäðßâöåâà [130], Õ.Ô. Òèðñòåíà, Ð.Ä Ìèíäëèíà
[208, 209, 226, 227], Ð. Õîëàíäà, Í. Èðíèñà [191, 192] è äð.
Áûñòðîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òåõíèêå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîëèìåðîâ
è êîìïîçèòîâ íà èõ îñíîâå ñòèìóëèðîâàëî ïîñòðîåíèå ìîäåëåé âßçêî-
óïðóãîãî ïîâåäåíèß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë, ó÷èòûâàþùèõ âçàèìîäåé-
ñòâèå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé ñ òåïëîâûìè. Íåîáõîäèìîñòü â ðàçðà-
áîòêå òàêèõ ìîäåëåé âîçíèêàåò è ïðè èññëåäîâàíèè òåðìîýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêîãî ñîñòîßíèß ýëåìåíòîâ èç òðàäèöèîííûõ ïüåçîìàòåðèàëîâ, íà-
ïðèìåð, ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ, íàëè÷èå âßçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ó êîòîðûõ
ïîäòâåðæäàåòñß ýêñïåðèìåíòàëüíî [4, 18, 136, 171173, 194, 222 è äð.].
Îáùàß òåîðèß òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè (ÒÝÂÓ) ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèõ òåë ïðåäñòàâëåíà â ìîíîãðàôèßõ [58, 76]. Îíà îáîáùàåò êëàññè÷å-
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À.À. Èëüþøèíà è Á.Å. Ïîáåäðè [45], Ð. Êðèñòåíñåíà [94] è äð.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàðßäó ñ ïîòðåáíîñòßìè òåõíèêè, èíòåðåñ ê
èññëåäîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé
â íåóïðóãèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåëàõ îïðåäåëßåòñß è âíóòðåííåé ëî-
ãèêîé ðàçâèòèß íàóêè, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì óäàåòñß èññëåäîâàòü áîëåå
øèðîêèé êðóã ßâëåíèé, ïðîèñõîäßùèõ â äåôîðìèðóåìûõ òåëàõ è, ãëàâ-
íîå, òàêèå èññëåäîâàíèß ïîçâîëßþò îïðåäåëèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè
òåõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, â êîòîðûõ âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ
ïîëåé ñ òåïëîâûìè ïðåíåáðåãàåòñß.
Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ ëþáîé òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë
ßâëßåòñß âîïðîñ îá îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèß ýíåðãèè. Íàèáîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîãî ïðåîáðàçî-
âàíèß ßâëßåòñß êîýôôèöèåíò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâßçè (ÊÝÌÑ). Îí
õàðàêòåðèçóåò ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèà-
ëàõ ëó÷øå, ÷åì ñîâîêóïíîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ, äèýëåêòðè÷åñêèõ è
ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ [11]. Ñòàòè÷åñêèå ÊÝÌÑ âûðàæàþòñß ïî èçâåñò-
íûì ñîîòíîøåíèßì ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðè-
àëà. Â äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àå ÊÝÌÑ çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèß ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîýòîìó ßâëßåòñß òàêæå ôóíêöèåé ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ïüåçîýëåìåíòà. Ñóùåñòâóþùèå â íàñòîßùåå âðåìß
ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ÊÝÌÑ ðàçðàáîòàíû â ðàìêàõ ýëåêòðîóïðó-
ãîé òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Îíè ïîäðîáíî îáñóæäàþòñß â ãëà-
âå 4 íàñòîßùåé ìîíîãðàôèè. Èñïûòàíèå âðåìåíåì âûäåðæàëè ïîäõî-
äû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëå Ìýçîíà [11], íà ñîêðàùåíèè ÷èñëà íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ â ðàçðåøàþùåé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè [181], ýíåð-
ãåòè÷åñêèé ïîäõîä [166, 167]. Íàèáîëåå ïîëíîé è ôèçè÷åñêè ñîäåðæà-
òåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè ïðè
ýëåêòðîóïðóãèõ ïðîöåññàõ ßâëßåòñß â íàñòîßùåå âðåìß ÊÝÌÑ, îïðåäå-
ëßåìûé ñîãëàñíî ýíåðãåòè÷åñêîìó ïîäõîäó À.Ô. Óëèòêî [27, 166, 167].
Îáîáùåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè ÊÝÌÑ íà ñëó÷àé ýëåêòðîóïðóãèõ
ìíîãîýëåêòðîäíûõ òåë äàíî â ðàáîòå [38]. Ïîïûòîê ïðèâåñòè îïðåäå-
ëåíèß ÊÝÌÑ â ðàìêàõ îòìå÷åííûõ âûøå ïîäõîäîâ [11, 181] â ñîîòâåò-
ñòâèå ñ ýíåðãåòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ÊÝÌÑ [166, 167], ïî-âèäèìîìó,
íå ïðåäïðèíèìàëîñü. Â ñâßçè ñ ðàñøèðßþùèìñß âíåäðåíèåì â òåõíèêó
ïüåçîïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàþò âîïðî-
ñû, ñâßçàííûå ñ ðàçâèòèåì òåîðèé ÊÝÌÑ, ó÷èòûâàþùèõ âßçêîóïðóãèå
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ñâîéñòâà ïüåçîìàòåðèàëà.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåæèìîâ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèß ïüå-
çîýëåìåíòîâ ßâëßåòñß ìîíîãàðìîíè÷åñêèé, â ÷àñòíîñòè, ðåçîíàíñíûé.
Íî ðåçîíàíñíûé ðåæèì êîëåáàíèé ìîæåò áûòü èññëåäîâàí òîëüêî ïðè
ó÷åòå äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Â ðßäå ðàáîò [16, 92, 171 è äð.]
äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ïðèíèìàëèñü âî âíèìàíèå, îäíàêî âçàèìîäåé-
ñòâèå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé íå ó÷èòûâàëîñü. Âìåñòå
ñ òåì, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [173, 179, 232 è äð.] ñâèäåòåëüñòâóþò,
÷òî â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû, äëèòåëüíîñòè íàãðóæåíèß, óñëîâèé
òåïëîîáìåíà ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèß ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñß çíà÷èòåëü-
íûì ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà. Ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâåííî èçìåíßþòñß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà âñëåä-
ñòâèå èõ çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëèßåò íà
òàêèå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïüåçîýëåìåíòîâ, êàê ñîáñòâåííàß
÷àñòîòà, êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâßçè è çàòóõàíèß êîëå-
áàíèé è äð. Ïðè íåîäíîðîäíîé òåìïåðàòóðå ó÷¼ò äèññèïàòèâíîãî ðàçî-
ãðåâà ïðèâîäèò ê êðàåâûì çàäà÷àì äëß íåîäíîðîäíûõ ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèõ òåë, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíßåò èõ ðåøåíèå. Êðîìå òîãî, âîçíèêà-
åò íåîáõîäèìîñòü â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îò òåìïåðàòóðû. Â ñâßçè ñ ýòèì îòìå-
òèì, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííûé â íàñòîßùåå âðåìß ïîëíûé íàáîð
äàííûõ ïî òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà, ïîçâî-
ëßþùèé ðàññ÷èòûâàòü òåìïåðàòóðíûå ïîëß äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ñëîæíîé ôîðìû ñ ó÷åòîì
çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê îò òåìïåðàòóðû, ñîäåðæèòñß â ìîíîãðàôèè
[171]. Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû îòðè-
öàòåëüíî âëèßåò íà ìîùíîñòü è ðåæèì ðàáîòû ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé
ýíåðãèè, óõóäøàåò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ïüåçîìàòåðèàëà, óñêîðßåò ïðî-
öåññ åãî ñòàðåíèß è ò.ï. Ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, åùå äâà àñïåê-
òà, îïðåäåëßþùèå òåìïåðàòóðíûå ôàêòîðû êàê îãðàíè÷èâàþùèå ôóíê-
öèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè ïüåçîýëåìåíòîâ. Âî-ïåðâûõ, òåïëîâûå íàïðß-
æåíèß, îáóñëîâëåííûå òåìïåðàòóðîé äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà, ìîãóò
ïðèâåñòè ê ìåõàíè÷åñêîìó ðàçðóøåíèþ ïüåçîýëåìåíòà; âî-âòîðûõ, ïðè
ïðåâûøåíèè òåìïåðàòóðîé òî÷êè Êþðè ïüåçîýëåìåíò ïåðåñòàåò áûòü
ïüåçîàêòèâíûì (äåïîëßðèçóåòñß) [173], â ñâßçè ñ ÷åì äîñòèæåíèå òåì-
ïåðàòóðîé äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà òî÷êè Êþðè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñïåöèôè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçðóøåíèß ïüåçîýëåìåíòîâ.
Èññëåäîâàíèþ âëèßíèß äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íà êîëåáàíèß âßç-
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êîóïðóãèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë â ðàìêàõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ÒÝÂÓ
ïîñâßùåíû ðàáîòû [29  31, 57, 58, 77, 86, 87 è äð.]. Èç ýòèõ ðàáîò
ñëåäóåò, ÷òî ðàñ÷åò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé äàæå äëß
òåë ñàìîé ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû, íàïðèìåð, ïîëîãî øàðà [57]
ïðè ïðîñòåéøåì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè, ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé óæå äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, êîòîðàß ïðè
ó÷åòå çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû ñòàíîâèòñß ñó-
ùåñòâåííî íåëèíåéíîé äàæå ïðè ëèíåéíîé ñâßçè ìåæäó íàïðßæåíèß-
ìè, äåôîðìàöèßìè, èíäóêöèåé è íàïðßæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëß. Íåëèíåéíîñòü ïîðîæäàåòñß çàâèñèìîñòüþ ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû
è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè îò ïî-
ëåâûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëßåòñß âîçìîæíûì ïîëó÷èòü àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåøåíèß ïîäîáíûõ çàäà÷ äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Òðóä-
íîñòè ðåçêî âîçðàñòàþò ïðè ó÷åòå ïðîñòðàíñòâåííîãî õàðàêòåðà ðàñ-
ïðåäåëåíèß ïîëåâûõ âåëè÷èí. Ïðîãðåññ â ðåøåíèè çàäà÷ î êîëåáàíèßõ
è äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå ïðîñòðàíñòâåííûõ âßçêîóïðóãèõ ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ òåë áûë äîñòèãíóò áëàãîäàðß ðåàëèçàöèè äëß ýòèõ çàäà÷ ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [5965, 71, 72, 78, 79, 8991, 104, 112,
117, 118, 121, 176 è äð.]
Âîïðîñû òåîðèè è ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ÌÊÝ èçëîæåíû â ìî-
íîãðàôèßõ [10, 40, 128, 138, 140]. Ôîðìàëèçì ÌÊÝ ïðèìåíèòåëüíî ê
ýëåêòðîóïðóãèì ñðåäàì äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [88]. Ñî
âðåìåíè ïåðâûõ ïóáëèêàöèé [174, 175, 197199] ÌÊÝ ïðèìåíßëñß ê øè-
ðîêîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè [58, 17, 95,
181, 205 è äð.], äîêàçàâ ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü.
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå ñïåöèôèêó ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåðìî-
ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, èõ ñóùåñòâåííóþ íåîäíî-
ðîäíîñòü, ïîðîæäàåìóþ çàâèñèìîñòüþ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðà-
òóðû è ñâßçàííîñòüþ ïîëåé, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî àëüòåðíàòèâû ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèß ýòèõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, â íàñòîßùåå âðåìß íå ñóùåñòâóåò. Ê óêàçàííîìó òèïó íåîäíî-
ðîäíîñòè ñëåäóåò äîáàâèòü êîíñòðóêòèâíóþ íåîäíîðîäíîñòü, ïîñêîëüêó
ïüåçîàêòèâíûå òåëà ñîñòîßò, êàê ïðàâèëî, èç àêòèâíûõ (ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèõ) è ïàññèâíûõ (ìåòàëëè÷åñêèõ è ïîëèìåðíûõ) ýëåìåíòîâ. Ïðè âû-
ñîêèõ òåìïåðàòóðàõ äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ìîæåò âîçíèêíóòü åùå
îäèí òèï íåîäíîðîäíîñòè, à èìåííî, íåîäíîðîäíîñòü âñëåäñòâèå ÷àñòè÷-
íîé òåïëîâîé äåïîëßðèçàöèè ïüåçîìàòåðèàëà [173], ïîñêîëüêó â äåïîëß-
ðèçîâàííûõ çîíàõ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà ðåçêî èçìåíßþòñß.
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Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îòìå÷åííûõ âûøå ðàáîòàõ êîëåáàíèß è äèññè-
ïàòèâíûé ðàçîãðåâ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë èññëåäîâàíû â ïðåäïîëîæå-
íèè ëèíåéíîé ñâßçè ìåæäó íàïðßæåíèßìè, äåôîðìàöèßìè, èíäóêöèåé
è íàïðßæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß è íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äèñ-
ñèïàòèâíîé ôóíêöèè îò ïîëåâûõ âåëè÷èí. Îäíàêî, ðåçîíàíñíûå ðåæè-
ìû êîëåáàíèé ñîïðîâîæäàþòñß, êàê ïðàâèëî, âûñîêèì óðîâíåì ìåõà-
íè÷åñêèõ íàïðßæåíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ìà-
ëûõ äåôîðìàöèßõ õàðàêòåðèñòèêè ïüåçîìàòåðèàëà çàâèñßò íå òîëüêî
îò òåìïåðàòóðû, íî è îò àìïëèòóä ïîëåâûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñß ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ [1, 4, 46, 47,
58, 164, 217 è äð.]. Óñëîâèìñß íàçûâàòü òàêèå ìàòåðèàëû ôèçè÷åñêè
íåëèíåéíûìè. Ðàçðàáîòêå ìîäåëåé ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ ïàññèâíûõ
è ïüåçîàêòèâíûõ âßçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ, â ÷àñò-
íîñòè ðåçîíàíñíûõ, ïðîöåññàõ ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèß ìåõàíè÷åñêèõ,
ýëåêòðè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé ïîñâßùåíû ðàáîòû [58, 7376, 108, 114,
115, 148, 149, 161, 195, 202, 217, 220 è äð.]
Îñíîâíîé ãèïîòåçîé, ïðèíßòîé â äàííîé ìîíîãðàôèè, ßâëßåòñß ãè-
ïîòåçà î ìîíîãàðìîíè÷åñêîì èçìåíåíèè ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîëåâûõ âåëè÷èí ñî âðåìåíåì ïðè äåéñòâèè íà íåóïðóãîå òåëî ãàð-
ìîíè÷åñêèõ âî âðåìåíè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê. Íà÷èíàß ñ ðà-
áîò À. Ïóàíêàðå, À.Ì. Ëßïóíîâà, Í.Ì. Êðûëîâà è Í.Í. Áîãîëþáîâà,
ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ ýòîé ãèïîòåçû äëß ñèñòåì îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî-
ñâßùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ìàòåìàòèêîâ è ñïåöèàëèñòîâ â îá-
ëàñòè íåëèíåéíîé ìåõàíèêè. Îáçîð ýòèõ ðàáîò ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð,
â ìîíîãðàôèßõ [14, 103]. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î íåëèíåéíûõ êîëåáàíè-
ßõ íåóïðóãèõ òåë ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé èëè ôèçè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòåé, êîòîðûå ñâîäßòñß ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
äà÷ äëß óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ðåøåíèå èùåòñß â âèäå ðàçëîæåíèß ïî íåêîòîðîé ïîëíîé ñè-
ñòåìå ôóíêöèé ïî êîîðäèíàòàì, íàïðèìåð, ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöè-
ßì ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Çàòåì, ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ ëèáî ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà,
ïîëó÷àþò ñèñòåìó íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè. Äëß ðåøåíèß ïî-
ñëåäíèõ èñïîëüçóþò ìåòîäû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè, â ÷àñòíîñòè ìåòîä
Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà-Ìèòðîïîëüñêîãî (ÊÁÌ). Ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñ-
íîâàíèþ ñõîäèìîñòè âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêè-
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íà òàêæå ïîñâßùåíà îáøèðíàß ìàòåìàòè÷åñêàß ëèòåðàòóðà. Â ñâßçè ñ
ïðîáëåìîé îäíî÷àñòîòíîñòè êîëåáàíèé, ïðîöèòèðóåì âûäåðæêó èç êíè-
ãè [103]: Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àßõ â êîëåáàòåëüíûõ
ñèñòåìàõ ñî ìíîãèìè ñòåïåíßìè ñâîáîäû íàëè÷èå íåèçáåæíîãî òðåíèß
(êàê âíåøíåãî, òàê è âíóòðåííåãî), à òàêæå íàëè÷èå âíåøíèõ âîçìóùà-
þùèõ ñèë (â òîì ÷èñëå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, çàâèñßùèõ îò t ïåðèîäè÷åñêè)
ïðèâîäèò îáû÷íî ê áûñòðîìó èñ÷åçíîâåíèþ âûñøèõ ÷àñòîò, ò. å. ê óñòà-
íîâëåíèþ îñíîâíîãî òèïà êîëåáàíèé (èëè ñ êàêîé-ëèáî ÷àñòîòîé ωk). Ïî-
ýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíßìè
ñâîáîäû, êàê ýòî áûëî ïðåäëîæåíî Í.Í. Áîãîëþáîâûì äëß ñëó÷àß àâòî-
íîìíûõ ñèñòåì, ðàññìàòðèâàòü îäíî÷àñòîòíûé ðåæèì, ò. å. êîëåáàíèß
ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ âñå òî÷êè íàøåé ñèñòåìû ñîâåðøàþò êîëåáàíèß
ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé. Â äàííîé ìîíîãðàôèè ïðèíßò íåñêîëüêî
äðóãîé ïîäõîä, êîãäà ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî èìååò ìåñòî
îäíî÷àñòîòíûé ðåæèì êîëåáàíèé. Ïðèìåíßß ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñèñòå-
ìàì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû èëè
ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì.
Äëß èõ ðåøåíèß ïðèìåíßåì ðàçëè÷íîãî ðîäà èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû,
ñâîäßùèå ðåøåíèå èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ëèíåéíûõ çàäà÷. Ïîñëåäíèå ðåøàþòñß ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, â ÷àñò-
íîñòè, ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåò íåîáõîäè-
ìîñòè ðåøàòü çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâóþùåé óïðóãîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ïîßâëßåòñß âîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèß çàìêíóòûõ òåîðèé àìïëèòóäíûõ îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé,
â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà êîíêðåòèçèðóþòñß, êàê è â ëèíåé-
íîé òåîðèè, íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ãàðìîíè÷åñêîå íàãðó-
æåíèå.
Äëß îáîñíîâàíèß óêàçàííîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ [143-147] ðåøåíû
íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è äëß íåóïðóãèõ òåë èç íåëèíåéíûõ íåóïðóãèõ
ìàòåðèàëîâ ïðè äåéñòâèè íà íèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âî âðåìåíè ìåõàíè-
÷åñêèõ íàãðóçîê. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ìîíîãàðìîíè÷íîñòè
êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ âûïîëíßåòñß ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè êîëå-
áàíèßõ êàê íà ðåçîíàíñíûõ, òàê è íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ.
Óêàæåì, ÷òî íà ïðåäïîëîæåíèè î ìîíîãàðìîíè÷íîñòè êîëåáàíèé ñòðî-
ßòñß òåîðèè âíóòðåííåãî òðåíèß â íåóïðóãèõ ìàòåðèàëàõ è ýëåìåíòàõ
êîíñòðóêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ ìîäåëåé âßçêîóïðóãîñòè èëè
ìîäåëåé ïëàñòè÷íîñòè. Ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ïî ýòîìó âîïðîñó ìîæíî
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íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå [220].
Â îñíîâíîì òåêñòå íàñòîßùåé ìîíîãðàôèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé àâòîðîâ ïî ðàçðàáîòêå ìîäåëåé îäíî÷àñòîòíûõ íåëèíåé-
íûõ êîëåáàíèé è äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íåóïðóãèõ ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë è ìåòîäîâ ðåøåíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëè-
íåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðèâåäåíû ðåøåíèß êîíêðåòíûõ çàäà÷ è ïðî-
àíàëèçèðîâàíû òå íîâûå ýôôåêòû, êîòîðûå ïîðîæäàþòñß äèññèïàöèåé
ýíåðãèè, âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé, ôè-
çè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, çàâèñèìîñòüþ ñâîéñòâ ïàññèâíûõ è àêòèâíûõ
(ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ) ìàòåðèàëîâ îò òåìïåðàòóðû. Ó÷¼ò ïåðå÷èñëåííûõ
ôàêòîðîâ îñîáåííî âàæåí ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ èñ-
òî÷íèêîâ ìîùíîãî óëüòðàçâóêà (ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé) äëß ðàçëè÷íî-
ãî ðîäà àêóñòè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, äëß ñâàðêè òåðìîïëàñòè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ, èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ìåäèöèíå
[19, 127, 169 è äð.] è ò. ï. Êàê ïðàâèëî, êîëåáàíèß òàêèõ ñèñòåì âîçáóæ-
äàþòñß â ðåæèìå àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû.
Êðîìå òðàäèöèîííûõ ïðèìåíåíèé â òåõíèêå è åñòåñòâîçíàíèè, ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû â íàñòîßùåå âðåìß ñòàëè èíòåíñèâíî èñ-
ïîëüçîâàòüñß ïðè àêòèâíîì êîíòðîëå êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé
èç ïàññèâíûõ (áåç ïüåçîýôôåêòà) ìàòåðèàëîâ ïðè ïîìîùè ðàñïðåäå-
ëåííûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî êàñàåòñß
àêòèâíîãî êîíòðîëß êîëåáàíèé òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé  ñòåðæíåé,
ïëàñòèí è îáîëî÷åê, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñß â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòßõ ñîâðåìåííîé òåõíèêè. Ñòàöèîíàðíîå è íåñòàöèîíàðíîå äèíàìè÷å-
ñêîå íàãðóæåíèå ßâëßåòñß íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðè èõ ýêñïëó-
àòàöèè. Âîïðîñ àêòèâíîãî êîíòðîëß êîëåáàíèé, â ÷àñòíîñòè, èõ äåìï-
ôèðîâàíèß, êàê è ñïåöèôè÷åñêèå âîïðîñû ìåõàíèêè òîíêîñòåííûõ ýëå-
ìåíòîâ, â îñíîâíîì òåêñòå íàñòîßùåé ìîíîãðàôèè íå ðàññìàòðèâàåòñß.
Îäíàêî ââèäó åãî èñêëþ÷èòåëüíîé âàæíîñòè àâòîðû ðåøèëè ïîñâßòèòü
åìó îñòàâøóþñß ÷àñòü ââåäåíèß, îáðàòèâ âíèìàíèå íà îñíîâíûå ôàê-
òîðû, âëèßþùèå íà ýôôåêòèâíîñòü êîíòðîëß êîëåáàíèé ïðè ïîìîùè
ðàñïðåäåëåííûõ ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ. Ê òàêèì ôàêòîðàì îòíîñßòñß è
ðàññìàòðèâàåìûå â ìîíîãðàôèè òåìïåðàòóðà äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà
è ôèçè÷åñêàß íåëèíåéíîñòü.
Äî íåäàâíåãî âðåìåíè äëß ñíèæåíèß óðîâíß êîëåáàíèé íàèáîëåå ÷à-
ñòî ïðèìåíßëèñü ïàññèâíûå ìåòîäû äåìïôèðîâàíèß, êîãäà â ñòðóêòóðó
ýëåìåíòà ââîäßòñß íåóïðóãèå (âßçêîóïðóãèå ëèáî âßçêîóïðóãîïëàñòè÷å-
ñêèå âêëþ÷åíèß) ñ âûñîêèìè äåìïôèðóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïî-
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äðîáíîå îïèñàíèå òåõíîëîãèè ïàññèâíîãî êîíòðîëß êîëåáàíèé èçëîæåíî
â [33, 102, 125] è â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ïî òåì èëè èíûì îòðàñëßì
òåõíèêè, ññûëêè íà êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â [125]. Ïîñêîëüêó ýòîò ìåòîä
äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè, îí è â íàñòîßùåå
âðåìß øèðîêî èñïîëüçóåòñß â òåõíèêå.
Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåäëîæåíû áîëåå ïåðñïåêòèâíûå ìåòîäû àêòèâ-
íîãî êîíòðîëß ñ èñïîëüçîâàíèåì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé. Â îá-
ùåé ïîñòàíîâêå ñóòü ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî îäíè ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèå âêëþ÷åíèß (ñåíñîðû) äàþò èíôîðìàöèþ î ìåõàíè÷å-
ñêîì ñîñòîßíèè òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà, à ê äðóãèì (àêòóàòîðàì) ïîä-
âîäèòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, ñâßçàííàß îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíè-
ßìè (óðàâíåíèßìè îáðàòíîé ñâßçè) ñ ïîêàçàíèßìè ñåíñîðîâ. Åñëè ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ àêòóàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
ñåíñîðà, èçìåíßþòñß æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòà. Åñëè æå
îíà ïðîïîðöèîíàëüíà òîêó ëèáî ïðîèçâîäíîé òîêà, èçìåíßþòñß õàðàê-
òåðèñòèêè äåìïôèðîâàíèß ëèáî èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåí-
òà. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî èçìåíßòü äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîí-
ñòðóêöèè, â ÷àñòíîñòè, óõîäèòü ñ ðåçîíàíñà è ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàòü
äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé òåëà. Â áîëåå óçêîé ïîñòàíîâêå, êîãäà èçâåñò-
íà äåéñòâóþùàß íà êîíñòðóêöèþ íàãðóçêà, äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé
äîñòèãàåòñß ïóòåì ïîäâîäà ê àêòóàòîðó ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ îïðåäå-
ëåííîé àìïëèòóäû è ôàçû, êîòîðàß êîìïåíñèðóåò äåéñòâèå âíåøíåé
ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ìåòîäû àêòèâíîãî êîíòðîëß äàþò õîðîøèå ðå-
çóëüòàòû â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè. Äëß ðàñøèðåíèß äèàïàçîíà ÷àñòîò
ýôôåêòèâíîãî êîíòðîëß êîëåáàíèé íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü êîìáè-
íèðîâàííóþ òåõíîëîãèþ äåìïôèðîâàíèß ñ ïðèìåíåíèåì êàê ïàññèâíûõ,
òàê è àêòèâíûõ ìåòîäîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß
êîëåáàíèé ñòåðæíåé, ïëàñòèí è îáîëî÷åê íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñß
äâà ïîäõîäà, êîãäà 1) ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò
ïàññèâíûé ñëîé, à äåìïôèðîâàíèå îñóùåñòâëßåòñß ïóòåì ïîäâîäà ê áåñ-
êîíå÷íî òîíêèì ýëåêòðîäàì òîé èëè èíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ðàç-
íîñòè ïîòåíöèàëîâ íåîáõîäèìîé àìïëèòóäû è ôàçû; 2) ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèå ñëîè ïîêðûâàþò ïàññèâíûå ñëîè ëèøü ÷àñòè÷íî è íà íèõ íàíîñßòñß
ýëåêòðîäû, ê êîòîðûì ïîäâîäèòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íåîáõîäèìîé
äëß êîìïåíñàöèè ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèß àìïëèòóäû è ôàçû. Ïðè
ïîëíîì ïîêðûòèè ïîâåðõíîñòåé ýëåìåíòà ïüåçîñëîåì èñïîëüçóþòñß òàê-
æå ðàçðåçíûå ýëåêòðîäû. Ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêàß ôîðìà ýëåêòðîäîâ,
ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ, èõ òîëùèíà, òèï ïîëßðèçàöèè è ïîëîæåíèå â òå-
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ëå âûáèðàþòñß èç óñëîâèß íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî êîíòðîëß êîëåáàíèé.
Òàê, íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü ýëåêòðîäû, ñåíñîðû è àêòóàòîðû â âèäå
ñóïåðïîçèöèè ìîä êîëåáàíèé, òî îíè áóäóò âîñïðèíèìàòü è ïîäàâëßòü
òîëüêî ýòè ìîäû. Ýòîò òèï êîíòðîëß èçâåñòåí, êàê ìîäàëüíûé. Ôîðìè-
ðîâàíèå ìîäàëüíûõ ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ äîñòèãàåòñß ïóòåì èçìåíåíèß
òàêèõ ïàðàìåòðîâ: 1) ñòðóêòóðû ýëåìåíòà ïî åãî òîëùèíå; 2) ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìû ýëåêòðîäîâ, ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ; 3) ïîëßðèçàöèè
ïüåçîñëîåâ, êîòîðàß ñëåäèò çà èçìåíåíèåì çíàêà ðàçíîñòè ïîòåíöèà-
ëîâ; 4) óãëà ìåæäó ãëàâíûìè íàïðàâëåíèßìè àíèçîòðîïèè ïàññèâíî-
ãî ýëåìåíòà è ãëàâíûìè íàïðàâëåíèßìè àíèçîòðîïèè ïüåçîýëåìåíòîâ;
5) òîëùèíû ïüåçîýëåìåíòà (îíà ìîæåò áûòü âûáðàíà ïåðåìåííîé äëß
ôîðìèðîâàíèß ìîäàëüíîãî ñåíñîðà èëè àêòóàòîðà); 6) ñâîéñòâ ïüåçîìà-
òåðèàëîâ. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè îòðàæåíû â [186, 189,
218, 223, 230, 231].
Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå, à òàêæå ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèßíèåì ïüåçîâ-
êëþ÷åíèé íà æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàññèâíîãî ýëåìåíòà ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè âòîðîãî ïîäõîäà ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñß,
òàê ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèß,
êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü âûáðàòü ðàçìåðû è ðàñïîëîæåíèå ýëåêòðî-
äîâ è ïüåçîñëîåâ èç óñëîâèé íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß
êîëåáàíèé.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ñóùåñòâóþùåé â íàñòîßùåå âðåìß ëèòå-
ðàòóðå ïî êîíòðîëþ êîëåáàíèé íå ó÷èòûâàåòñß ðåàëüíîå âßçêîóïðóãîå
ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñß äëß èçãîòîâëå-
íèß ïàññèâíûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìå-
þòñß ââèäó ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû ñ ïüåçîýôôåêòîì. Ýòè ìàòåðèàëû
îáëàäàþò óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè  èì ëåãêî ïðèäàòü íåîáõîäèìóþ
ôîðìó; â ñèëó ìàëîé òîëùèíû è ñâîèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
îíè ñóùåñòâåííî íå èçìåíßþò æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàññèâíîé
êîíñòðóêöèè. Ïîýòîìó èõ øèðîêî èñïîëüçóþò äëß èçãîòîâëåíèß ñåíñî-
ðîâ è àêòóàòîðîâ.
Ìåæäó òåì, â ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ íàêîïëåí áîëüøîé
îïûò èñïîëüçîâàíèß âßçêîóïðóãèõ ìîäåëåé èíòåãðàëüíîãî òèïà, êîòî-
ðûå äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþò äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ïîëèìåð-
íûõ ìàòåðèàëîâ.
Äëß èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé àêòèâíûõ ìåòîäîâ äåìïôèðîâàíèß
êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ âîïðîñîâ,
âîçíèêàþùèõ ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè, ðàññìîòðèì, ñëåäóß [68], àêòèâíî-
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ïàññèâíîå äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé ïðßìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ïðè ïî-
ìîùè ââåäåíèß â åå ñòðóêòóðó âßçêîóïðóãèõ ñëîåâ (ïàññèâíîå äåìïôè-
ðîâàíèå) è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé (àêòèâíîå äåìïôèðîâàíèå).
Äëß îïèñàíèß âßçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ïàññèâíûõ è ïüåçîàêòèâíûõ êîì-
ïîíåíò èñïîëüçóåì ëèíåéíûå ìîäåëè âßçêîóïðóãîñòè èíòåãðàëüíîãî òè-
ïà, ßâëßþùèåñß íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè äëß îïèñàíèß äèññèïàòèâíûõ
ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ â ëèíåéíîé îáëàñòè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè óêàçàííî-
ãî âûøå âòîðîãî ïîäõîäà ïëàñòèíà ßâëßåòñß ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîé â
ñâîåé ïëîñêîñòè è ñîñòîèò èç íàáîðà èäåàëüíî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé
ïëàñòèí÷àòûõ ïàññèâíûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü,
êàæäûé òàêîé ýëåìåíò ìîæåò ñîñòîßòü èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïàññèâ-
íûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ñëîåâ. Äëß îïèñàíèß ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèß
ýòèõ ïëàñòèí÷àòûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóþòñß ãèïîòåçû Êèðõãîôà-Ëßâà
äëß âñåãî ïàêåòà â öåëîì, äîïîëíåííûå àäåêâàòíûìè èì ãèïîòåçàìè î
ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí [27].
Èòàê, ðàññìîòðèì îðòîòðîïíóþ âßçêîóïðóãóþ ïëàñòèíó, íàõîäßùó-
þñß ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîé äèíàìè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé ëèáî
íåñòàöèîíàðíîé íàãðóçêè. Ïëàñòèíà ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
ïàêåòîâ ìåòàëëè÷åñêèõ, ïîëèìåðíûõ èëè êîìïîçèòíûõ ïàññèâíûõ (áåç
ïüåçîýôôåêòà) ñëîåâ. Íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòßõ ïàññèâíîé
ïëàñòèíû ðàçìåùåíû âßçêîóïðóãèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè ïðîèçâîëü-
íîé â ïëàíå êîíôèãóðàöèè, îäíè èç êîòîðûõ âûïîëíßþò ôóíêöèè ñåí-
ñîðà, à äðóãèå  àêòóàòîðà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîßùåå âðåìß
ðàçðàáîòàíà òàêàß òåõíîëîãèß, êîãäà îäíî è òî æå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîå
âêëþ÷åíèå ìîæåò âûïîëíßòü îäíîâðåìåííî ôóíêöèè è ñåíñîðà, è àê-
òóàòîðà [186, 189, 231]. Êîëè÷åñòâî ïüåçîñëîåâ â ïëàíå è èõ ãåîìåò-
ðè÷åñêàß êîíôèãóðàöèß âûáèðàþòñß èç ñîîáðàæåíèé íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíîãî äåìïôèðîâàíèß ñòàöèîíàðíûõ èëè íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé
êîíñòðóêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî èç óêàçàííûõ
âûøå ïîäõîäîâ ýòè ñëîè ìîãóò ïîêðûâàòü âñþ ïîâåðõíîñòü ïàññèâíîé
ïëàñòèíû, à äåìïôèðîâàíèå îñóùåñòâëßåòñß çà ñ÷åò âûáîðà òîé èëè
èíîé êîíôèãóðàöèè ýëåêòðîäîâ è ïîäâîäà ê íèì ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
íåîáõîäèìîé ôàçû è àìïëèòóäû. Ïðè êîíòðîëå íåñòàöèîíàðíûõ êîëå-
áàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìîäàëüíîãî êîíòðîëß êîíôèãóðàöèß ýëåêòðîäîâ è
ïüåçîñëîåâ âûáèðàåòñß â âèäå ñóïåðïîçèöèè ìîä êîëåáàíèé, âíîñßùèõ
îñíîâíîé âêëàä â ôîðìèðîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû äåôîðìèðî-
âàííîé ïîâåðõíîñòè [186, 189, 231]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî ïîäõîäà
èìååì ñëîæíóþ êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíóþ êàê ïî òîëùèíå, òàê è â
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ïëàíå ïëàñòèíó. Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå íèæå
óðàâíåíèß îïèñûâàþò íå ïëàñòèíó â öåëîì, à êàæäûé åå ïëàñòèí÷àòûé
ýëåìåíò êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ (âêëþ÷åíèå, ïßòíî) â îòäåëüíîñòè. Â ÷àñò-
íîñòè, òàêîé ýëåìåíò ìîæåò áûòü è ïàññèâíûì, êîãäà îí íå ñîäåðæèò
ïüåçîàêòèâíûõ ñëîåâ. Ê òîìó æå, íàïðàâëåíèå ïîëßðèçàöèè ïüåçîàêòèâ-
íûõ ñëîåâ ìîæåò áûòü ðàçíûì. Äëß îïèñàíèß ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû
ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ è íàïðàâëåíèß ïîëßðèçàöèè ìîæíî ïî àíàëîãèè
ñ [186, 189, 231] ââåñòè ôóíêöèè ôîðìû è ñèìâîëû (ôóíêöèè ïîëßðèçà-
öèè) sign. Ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò òàêîé ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé
ïëàñòèíû áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñß ñâîèìè ôóíêöèßìè ôîðìû è ôóíê-
öèßìè ïîëßðèçàöèè [186, 189, 231]. Ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðåäïîëàãàþòñß
óñëîâèß èäåàëüíîãî ìåõàíè÷åñêîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî êîíòàêòà.
Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèß, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîëó÷àþòñß íà îñíî-
âå ãèïîòåç Êèðõãîôôà-Ëßâà è äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî
ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí [3, 27, 58]. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè
ñ÷èòàþòñß ïîñòîßííûìè ïî òîëùèíå, õîòß, êàê óêàçàíî âûøå, çà ñ÷åò
âûáîðà ïåðåìåííîé òîëùèíû ìîæíî ôîðìèðîâàòü ìîäàëüíûå ñåíñîðû
è àêòóàòîðû. Îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß äëß óñèëèé è ìîìåíòîâ ïîëó-
÷àþòñß â âèäå ñóììû ñîñòàâëßþùèõ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñß ïàññèâíûì
ïàêåòîì, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñåíñîðàìè è àêòóàòîðàìè. Âîçìîæíî èñ-
ïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ âèäîâ óðàâíåíèé îáðàòíîé ñâßçè [186, 189, 231].
Ïëàñòèíà îòíåñåíà ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y, z). Ãëàâ-
íûå îñè àíèçîòðîïèè ñîâïàäàþò ñ îñßìè êîîðäèíàò. Ñ÷èòàåòñß, ÷òî äå-
ôîðìàöèè ìàëû, è èñïîëüçóþòñß ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíûå êèíåìàòè÷å-
ñêèå ñîîòíîøåíèß. Êîîðäèíàòíàß ïîâåðõíîñòü âûáèðàåòñß èç óñëîâèé
íàèáîëåå ïðîñòîé çàïèñè îïðåäåëßþùèõ ñîîòíîøåíèé äëß ïëàñòèíû,
ñâßçûâàþùèõ óñèëèß è ìîìåíòû ñ äåôîðìàöèßìè è ýëåêòðè÷åñêèìè
ïîëåâûìè âåëè÷èíàìè. Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß òåîðèè ïëàñòèí,
óðàâíåíèß äâèæåíèß, ãðàíè÷íûå óñëîâèß ßâëßþòñß óíèâåðñàëüíûìè ñî-
îòíîøåíèßìè è èìåþò îäèíàêîâûé âèä íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâ ìàòåðèà-
ëà. Äëß ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîãî ñëó÷àß ýòè ñîîòíîøåíèß ïðåäñòàâëå-
íû, íàïðèìåð, â [3, 58]. Ïîýòîìó ëèøü êðàòêî íàïîìíèì íåêîòîðûå èç
íèõ, ñîñëàâøèñü íà [3, 58].
Êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèß è äåôîðìàöèè èìåþò âèä
ux = u(x, y) + zθx(x, y), uy = v(x, y) + zθy(x, y), uz = w(x, y),
εxx = ε1 + zκ1, εyy = ε2 + zκ2, εxy = ε12 + zκ12,
(1)
ãäå u(x, y), v(x, y), w(x, y)  ïåðåìåùåíèß êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè
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â íàïðàâëåíèßõ x, y, z ñîîòâåòñòâåííî, à óãëû ïîâîðîòà ðàâíû
θx = −∂w
∂x
, θy = −∂w
∂y
. (2)
Â (1)(2) ââåäåíû òàêèå îáîçíà÷åíèß äëß êîìïîíåíò òåíçîðà òàíãåíöè-




































Óðàâíåíèß äâèæåíèß è ãðàíè÷íûå óñëîâèß íà òîðöàõ ïëàñòèíû èìå-
þò ñòàíäàðòíûé âèä [3, 58] è çäåñü íå ïðèâîäßòñß.
Îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß äëß ñîñòàâëßþùèõ óñèëèé è ìîìåíòîâ, êî-
òîðûå âíîñßòñß â âûðàæåíèß äëß ïîëíûõ óñèëèé è ìîìåíòîâ ïàññèâíû-




C11 ⊗ ε1 +
0
C12 ⊗ ε2 +
0






C12 ⊗ ε1 +
0
C22 ⊗ ε2 +
0












K11 ⊗ ε1 +
0
K12 ⊗ ε2 +
0






K12 ⊗ ε1 +
0
K22 ⊗ ε2 +
0





















Dkm ïîëó÷àþòñß ñîãëàñíî ïðèíöèïó Âîëü-
òåððà è òåõíèêè ðàñøèôðîâêè îïåðàòîðíûõ âûðàæåíèé [45, 138]. Òàê,
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íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå îïåðàòîðîâ ñ ßäðàìè Þ.Í. Ðàáîòíî-
âà ðàñøèôðîâûâàþòñß ïî ïðàâèëàì
1
1− µÝ∗α(λ)









ãäå α, µ, λ  ïàðàìåòðû ßäåð, îïðåäåëßåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî [45].
Ïðè ìîíîãàðìîíè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè ñèìâîë ⊗ çàìåíßåòñß àëãåá-
ðàè÷åñêèì êîìïëåêñíûì âûðàæåíèåì, à äëß óïðóãîãî ñëó÷àß  îïåðà-
öèåé óìíîæåíèß.
Ðàññìîòðèì ïüåçîàêòèâíûå ñëîè. Ñ÷èòàåì, ÷òî îíè èçãîòîâëåíû èç
âßçêîóïðóãîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è ïîëßðèçîâàíû ïî òîë-
ùèíå. Óðàâíåíèß ñîñòîßíèß äëß ýòèõ ñëîåâ, óïðîùåííûå â ñîîòâåòñòâèè
ñ ãèïîòåçàìè Êèðõãîôôà-Ëßâà è àäåêâàòíûìè èì ãèïîòåçàìè îòíîñè-




B11(z)⊗ (ε1 + zκ1) +
k








B12(z)⊗ (ε1 + zκ1) +
k
















γ31(z)⊗ [(ε1 + ε2) + z(κ1 + κ2)] (k = 1, 2).
(7)
































































Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèß ðàáîò [27, 58].
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Ïóñòü ìåæäó ïàññèâíûì ïàêåòîì è ïüåçîàêòèâíûìè ñëîßìè íàíåñå-
íû áåñêîíå÷íî òîíêèå ýëåêòðîäû. Òàêèå æå ýëåêòðîäû èìåþòñß è íà
âíåøíèõ ïîâåðõíîñòßõ ïüåçîñëîåâ ïëàñòèíû. Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ ÷åðåç
k
V 0 (k = 1, 2). Ñîãëàñíî [27, 58], èíäóê-
öèß
k
















⊗ [(ε1 + ε2) + z(κ1 + κ2)]. (10)








− kV 0 + kv1⊗(ε1 + ε2) + kv2⊗(κ1 + κ2)
]
(k = 1, 2). (11)




v2 ïðèâåäåíû íèæå (ñì. (15)). Ïîä-
ñòàâëßß (11) â (10), à ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëß
k




B11(z)⊗ (ε1 + zκ1) +
k




B12(z)⊗ (ε1 + zκ1) +
k







































Èíòåãðèðóß (12) ïî òîëùèíå ïüåçîàêòèâíîãî ñëîß è ó÷èòûâàß ðàñïî-
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C11 ⊗ ε1 +
k
C12 ⊗ ε2 +
k
K11 ⊗ κ1 +
k






C12 ⊗ ε1 +
k
C22 ⊗ ε2 +
k
K12 ⊗ κ1 +
k












K11 ⊗ ε1 +
k
K12 ⊗ ε2 +
k
D11 ⊗ κ1 +
k






K12 ⊗ ε1 +
k
K22 ⊗ ε2 +
k
D12 ⊗ κ1 +
k























































































































⊗ [(ε1 + ε2) + z(κ1 + κ2)] (16)
è âî ââåäåííûõ âûøå æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íåîáõîäèìî ïîëî-
æèòü kv1 =
k
v2 ≡ 0. Íåíóëåâûå âåëè÷èíû kv3,4,5 îïðåäåëßþòñß ïî ôîðìó-
ëàì (15).
Îáùèå óñèëèß è ìîìåíòû ðàâíû ñóììå óñèëèé è ìîìåíòîâ, âíîñèìûõ













M1, ... . (17)
Ó÷èòûâàß ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèß, íàéäåì âûðàæåíèß äëß îá-
ùèõ óñèëèé è ìîìåíòîâ â ïëàñòèíå
N1 = C11 ⊗ ε1 + C12 ⊗ ε2 +K11 ⊗ κ1 +K12 ⊗ κ2 +N0,
N2 = C12 ⊗ ε1 + C22 ⊗ ε2 +K12 ⊗ κ1 +K22 ⊗ κ2 +N0,
S = C66 ⊗ ε12 +K66 ⊗ κ12,
M1 = K11 ⊗ ε1 +K12 ⊗ ε2 +D11 ⊗ κ1 +D12 ⊗ κ2 +M0,
M2 = K12 ⊗ ε1 +K22 ⊗ ε2 +D12 ⊗ κ1 +D22 ⊗ κ2 +M0,

































Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ñåíñîðå ïîëó÷àåòñß ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß








C (x, y) dxdy = 0
è ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèß ïî òîëùèíå ñåíñîðà h2. Äëß âßçêî-
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⊗ [(ε1 + ε2) + z(κ1 + κ2)]dxdydz. (20)
Îíà ëåãêî èçìåðßåòñß è äàåò óñðåäíåííóþ èíôîðìàöèþ î äåôîðìèðî-
âàííîì ñîñòîßíèè ïëàñòèíû [186, 189, 231]. Äëß ñåíñîðà ìàëûõ ðàçìåðîâ
















⊗ (κ1 + κ2)zdz. (21)
Êàê âèäíî, èçìåðßåìàß ñåíñîðîì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ çàâèñèò êàê îò
òàíãåíöèàëüíûõ, òàê è îò èçãèáíûõ äåôîðìàöèé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî â îòëè÷èå îò óïðóãîãî ñëó÷àß ïîêàçàíèß ñåíñîðà çàâèñßò îò ðåëàêñà-
öèîííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ñîîòíîøåíèß (20) è (21) èãðàþò îñíîâíóþ
ðîëü ïðè êîíòðîëå êîëåáàíèé ïëàñòèí, òàê êàê èìåííî ÷åðåç ïîêàçàíèß
ñåíñîðà ðåàëèçóþòñß àëãîðèòìû îáðàòíîé ñâßçè [186, 189, 231].
Äëß óïðàâëåíèß êîëåáàíèßìè ê ïëàñòèíå ïîäêëþ÷àåòñß öåïü îáðàò-
íîé ñâßçè. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ ýòîé ñâßçè [186,
189, 231]. Òàê, óïðàâëåíèå êîëåáàíèßìè ïëàñòèíû ìîæíî îñóùåñòâëßòü























ãäå Gi  óïðàâëßþùèå ïàðàìåòðû, âëèßþùèå íà æåñòêîñòíûå, äèññèïà-
òèâíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïëàñòèíû. Äëß îäíîâðåìåííîãî
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âëèßíèß íà æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè, çàòóõàíèå, èíåðöèþ ïëàñòè-














Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì çàäà÷à âûáîðà ÷åòûðåõ óïðàâëßþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ñóùåñòâåííî óñëîæíßåòñß.
Ïîäñòàâëßß âûðàæåíèß âèäà (22)(25) ëèáî (26) â îïðåäåëßþùèå
óðàâíåíèß (18) è èñïîëüçóß óðàâíåíèß äâèæåíèß è ñîîòíîøåíèß (1)
(3), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé êàê ïî òîëùèíå,
òàê è â ïëàíå ïëàñòèíû:
L1(u, v, w,Gk) = ρ˜
∂2u
∂t2









Êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû çàâèñßò îò ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâßçè.
Äëß ðåøåíèß ïîëó÷åííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííûå ìåòîäû â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì óñðåä-
íåíèß. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåä-
ñòàâëßåòñß â âèäå ðàçëîæåíèß â ðßä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèßì













Ïîñëå èñïîëüçîâàíèß, íàïðèìåð, ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ïî ïðîñò-
ðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôå-






Mik ⊗ uik = fij(t) (i, j = 1, 2, 3), (29)
ãäå Mik⊗  ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð









Ñ÷èòàß âßçêîñòü ìàòåðèàëîâ ìàëîé, äëß ðåøåíèß ñèñòåìû óðàâíåíèé
(29) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä óñðåäíåíèß, ïîäðîáíî èçëîæåííûé â
ìîíîãðàôèè [45] ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì âßçêîóïðóãîñòè. Ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå áóäåò çàâèñåòü îò óïðàâëßþùèõ ïàðàìåòðîâ Gi, êîòîðûå âû-
áèðàþòñß èç óñëîâèß íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî êîíòðîëß êîëåáàíèé ïëà-
ñòèíû, íàïðèìåð, èç óñëîâèß ìèíèìàëüíîñòè åå ïîïåðå÷íîãî ïðîãèáà.
Äëß ðåøåíèß ñèñòåìû (29) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áûñòðîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå [9]. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðMij⊗ çàìåíßåòñß êîìïëåêñíûì
àëãåáðàè÷åñêèì âûðàæåíèåì, îòâå÷àþùèì êîìïëåêñíûì õàðàêòåðèñòè-
êàì âßçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ [9, 58].
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âìåñòî ãëîáàëüíûõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëå-
íèß ìîæíî ââåñòè ìîäàëüíûå ïàðàìåòðû, êîãäà äëß êàæäîé ìîäû êî-
ëåáàíèé âûáèðàåòñß ñâîé ïàðàìåòð óïðàâëåíèß [186, 189, 231].
Ðàññìîòðèì èçãèáíûå êîëåáàíèß ïëàñòèíû ñ íàèáîëåå ïðîñòûì ñëó-
÷àåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèõ øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ å¼ òîð-
öîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïëàñòèíà èìååò ñèììåòðè÷íóþ ïî òîëùèíå ñòðóêòóðó
è íàãðóæåíà èçâåñòíîé ñòàöèîíàðíîé èëè íåñòàöèîíàðíîé ïîâåðõíîñò-
íîé íàãðóçêîé. Äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé ïëàñòèíû áóäåì îñóùåñòâ-
ëßòü ïðßìîóãîëüíûìè â ïëàíå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè àêòóàòîðàìè. Íåîá-
õîäèìî âûáðàòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå ðàñïîëîæåíèå àêòóàòîðîâ è èõ
ðàçìåðû. Äëß ñëó÷àß ïüåçîñëîåâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèå ñâîéñòâà è ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèß ïîëßðèçàöèè, âûðà-
æåíèß äëß æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê çàâèñßò îò íàëè÷èß èëè îòñóò-
ñòâèß ýëåêòðîäîâ ìåæäó ïàññèâíûì è ïüåçîàêòèâíûìè ñëîßìè è ïðèâå-




















+ q(x, y, t) = 0,
w = 0, D11 ⊗ ∂
2w
∂x2
=M0(t) (x = 0; x = a);
w = 0, D22 ⊗ ∂
2w
∂y2
=M0(t) (y = 0; y = b)
(30)
ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèßõ.














Äëß ïðßìîóãîëüíîãî â ïëàíå âêëþ÷åíèß, èìåþùåãî ðàçìåðû c, d è
êîîðäèíàòû öåíòðà ξ, η, âûðàæåíèå äëß âûçûâàåìîãî àêòóàòîðîì ìî-




















Ïðèëîæåííàß ê ïîâåðõíîñòè íàãðóçêà ïðåäñòàâëßåòñß â òàêîé æå
ôîðìå





qmn(t) sin kmx sin pny. (34)
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííîãî íèæå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà
(63)  (64), ïîëó÷èì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
d2wmn
dt2
+∆mn ⊗ wmn + pmn(t) +Mmn(t) = 0 (35)
ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèßìè.
Çäåñü























ãäå H(t)  ôóíêöèß Õåâèñàéäà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà óñðåäíåíèß ïîçâî-
ëßåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå óðàâíåíèß (35) â âèäå [45]
wmn(t) =
0














































mmn ñîîòâåòñòâóþùàß ìîäà íå âîçáóæäà-
åòñß. Ïîýòîìó, ðàçìåñòèâ íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû s àêòóàòîðîâ, ìîæ-
íî êîìïåíñèðîâàòü s ìîä êîëåáàíèé è ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ïðîãèá
ïëàñòèíû.
Äëß îïòèìàëüíîãî âûáîðà êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà è åãî ðàçìå-




pmn exp (iωmnt) . (39)
Åñëè ïëàñòèíà íå êîíòðîëèðóåòñß, ò.å. ê àêòóàòîðó íå ïðèêëàäûâà-





∆mn = ∆′mn + i∆
′′

















n − ρ˜ω2mn. (41)













Êàê âèäíî, ïðè tgδ  1 ïðîãèá áóäåò î÷åíü áîëüøèì, õîòß è êîíå÷íûì.
Ñ óâåëè÷åíèåì òàíãåíñà óãëà ïîòåðü ïðîãèá áóäåò óìåíüøàòüñß.
Ïóñòü òåïåðü ê àêòóàòîðó ïðèëîæåíà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, èçìå-
íßþùàßñß ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé ïîâåðõíîñòíîé ñèëû.














Òàê êàê íà êàæäîì èç àêòóàòîðîâ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ïîñòîßííà, òî
ìû ìîæåì âûáðàòü â âûðàæåíèè (45) ïðîèçâîëüíî òîëüêî îäíó èç âåëè-
÷èí
0
mmn íà êàæäîì èç àêòóàòîðîâ. Ïîòîìó åñëè ìû íàíåñëè íà ïîâåðõ-
íîñòü ïëàñòèíû îäèí àêòóàòîð, ìû ìîæåì êîìïåíñèðîâàòü òîëüêî îäíó
ñîñòàâëßþùóþ íàãðóçêè â âûðàæåíèè (34). Êàê ïðàâèëî, ìàêñèìàëüíàß
ñîñòàâëßþùàß íàãðóçêè îòâå÷àåò èäåêñàì m = n = 1. Åñëè íåîáõîäè-
ìî êîìïåíñèðîâàòü íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ, ñëåäóåò óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî
àêòóàòîðîâ. Äëß êîìïåíñàöèè ëþáîé èç ãàðìîíèê íåîáõîäèìî ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ âûáèðàòü èç óñëîâèß ðàâåíñòâà íóëþ ÷èñëèòåëß â âûðàæå-








mmn = 0. (46)













sin krx sin psy. (47)
Çäåñü
∆rs = ∆′rs + i∆
′′
rs − ρ˜ω2rs. (48)
Êàê âèäíî èç (47)(48), ïðîãèá ðåçêî ïàäàåò èç-çà îòñóòñòâèß ðåçîíàíñ-
íîãî ÷ëåíà â (47) è áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðßäà Ôóðüå, êîãäà îñíîâíîé
âêëàä â ïðîãèá âíîñèò ðåçîíàíñíûé ÷ëåí.









sin kmξ sin pnη sin(kmc/2) sin(pnd/2)
. (49)
Âåëè÷èíà M0 ïðîïîðöèîíàëüíà ïîäâîäèìîé ê àêòóàòîðó ðàçíîñòè ïî-
òåíöèàëîâ. Öåíòð àêòóàòîðà è åãî ðàçìåðû âûáèðàþòñß èç óñëîâèß ìè-
íèìàëüíîñòè ýòîé ðàçíîñòè. Èç (49) âèäíî, ÷òî ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî,
åñëè âûïîëíßþòñß ðàâåíñòâà








Ðàññìîòðèì ìîäû êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèå ω11, ω21, ω13, ω22. Äëß
ìîäû ω11 öåíòð àêòóàòîðà äîëæåí âûáèðàòüñß èç óñëîâèé sin k1ξ = 1,























öèîíàëüíîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, îò êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà. Ýòà






. Êàê âèäíî èç
Ðèñ. 1.
ðèñóíêà è ôîðìóëû (51), ïðè ïðèáëèæåíèè êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà
ê òîðöàì ïëàñòèíû ïîäâîäèìàß ê íåìó ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ñòðåìèò-









áîëüøàß îáëàñòü, â êîòîðîé ïîòåíöèàë ìàëî îòëè÷àåòñß îò ñâîåãî ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèß. Ïîýòîìó öåíòð àêòóàòîðà òàêæå ìîæíî ðàçìåùàòü
â ýòîé îáëàñòè.
Àíàëîãè÷íûå ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû è äëß äðóãèõ ìîä.
Èç óñëîâèß (50) ïðè m = 2, n = 1 ñëåäóåò, ÷òî äëß ìîäû ω21 ìè-
























sin k2ξ sin p1η
.
Ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæàþùàß ýòó âåëè÷èíó â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò
öåíòðà àêòóàòîðà, èìååò òàêîé æå âèä, êàê è ïîâåðõíîñòü íà ðèñ. 1, ñ
òåì îòëè÷èåì, ÷òî îíà ðàçìåùåíà íàä ïðßìîóãîëüíèêîì (0 ≤ x ≤ a
2
,
0 ≤ y ≤ b).
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è äëèíîé a. Íàä êàæäîé èç ýòèõ ïîëîñ ñîîòâåò-
ñòâóþùàß ïîâåðõíîñòü èìååò òàêîé æå âèä, êàê è íà ðèñ. 1. Ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ áóäåò ñòðåìèòüñß ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïîäõîäå ê êðàßì
óêàçàííûõ ïîëîñ.
Äëß ìîäû ω22 öåíòð àêòóàòîðà, îòâå÷àþùèé ìèíèìàëüíîé ðàçíîñòè































. Ïîýòîìó ïëàñòèíà ðàçáèâàåòñß íà ÷åòûðå ðàâíûõ
ïðßìîóãîëüíèêà ñ öåíòðàìè â óêàçàííûõ òî÷êàõ. Íàä êàæäûì èç ýòèõ
ïðßìîóãîëüíèêîâ ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæàþùàß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â
çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà, èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà
ðèñ. 1. Ïîòåíöèàë ñòðåìèòñß ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè öåíòðà
àêòóàòîðà ê êðàßì ýòèõ ïðßìîóãîëüíèêîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå êîîðäèíàò öåíòðîâ àêòóàòî-
ðîâ äëß óêàçàííûõ âûøå ìîä ïîòåíöèàë ìîæåò äîñòè÷ü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ýëåêòðè÷åñêèé èëè òåïëîâîé ïðî-
áîé.
Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê èçìåíßåòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â çàâè-
ñèìîñòè îò ðàçìåðà àêòóàòîðà, ðàçìåùåííîãî â öåíòðå ïëàñòèíû èëè
óïîìßíóòûõ âûøå ïðßìîóãîëüíèêîâ. Ïëîùàäü àêòóàòîðîâ áóäåì èçìå-
íßòü ïóòåì èçìåíåíèß ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äèàãîíàëåé l.







, ãäå l è L  äëèíû äèàãî-
íàëåé àêòóàòîðà è ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî,
0
m1  êîíñòàíòà. Õàðàêòåð
èçìåíåíèß âåëè÷èíû ïîòåíöèàëà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà äèàãîíàëè
àêòóàòîðà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2, òàê ÷òî ñíà÷àëà ïðè èçìåíåíèè äëèíû
äèàãîíàëè àêòóàòîðà íàáëþäàåòñß ðåçêîå óìåíüøåíèå ïîòåíöèàëà, à ïî-









èìååì òàêóþ æå ôîðìóëó, â êîòîðîé L  äëè-
íà äèàãîíàëè ïðßìîóãîëüíèêà ñ öåíòðîì â óêàçàííîé òî÷êå. Òàêàß æå










, ïðè ýòîì L  äëèíà äèàãîíàëè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðßìîóãîëüíèêà.
Ðèñ. 2.








çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ îò ðàçìåðà äèàãîíàëè àêòóàòîðà ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 3. Îäíàêî åñëè ïëàñòèíó ðàçáèòü íà òðè óêàçàííûõ âûøå
ïîëîñû è îòíåñòè äèàãîíàëü àêòóàòîðà ê äèàãîíàëè òàêîé ïîëîñû, òî
èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà äèàãîíàëè àêòóàòîðà
áóäåò èìåòü òàêîé æå õàðàêòåð, êàê è ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2.
Ðèñ. 3.
Óêàçàííûå âûøå ôîðìóëû è ãðàôèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè êîì-
ïåíñàöèè íåñêîëüêèõ ìîä êîëåáàíèé c ïîìîùüþ àêòóàòîðîâ ëèáî ðàç-
ðåçíûõ ýëåêòðîäîâ. Íà ðèñ.4 ïðåäñòàâëåí îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ ðàçìåùåíèß ÷åòûðåõ àêòóàòîðîâ ïðè íåîáõîäèìîñòè êîìïåíñàöèè
÷åòûðåõ ìîä êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà
êàæäîì àêòóàòîðå íå áóäåò ìèíèìàëüíîé.
Ðèñ. 4.
Åñëè ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèß ôîðìû ýëåêòðîäîâ, òîëùèíû ïüåçîàêòó-
àòîðà, óãëîâ ïîâîðîòà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé àíèçîòðîïèè è èçìåíåíèß
íàïðàâëåíèß ïîëßðèçàöèè ñäåëàòü ÷ëåí M0 ïðîïîðöèîíàëüíûì ôîðìå
êîëåáàíèé, òî ïðîãèá âîîáùå èñ÷åçàåò. Åñëè àêòóàòîð èçãîòîâèòü â âè-
äå ñóïåðïîçèöèè íåñêîëüêèõ ìîä, îí áóäåò äåìïôèðîâàòü âñå ýòè ìîäû
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ.
Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèß èìåþò ìåñòî è ïðè ðàñ÷åòå ñåíñîðîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü íà ïëàñòèíó äåéñòâóåò ãàðìîíè÷åñêîå âî âðåìåíè íà-




wmn sin kmx sin pny exp(iωmnt). (52)
Ââåäåíèå 33
Ýòà ôîðìà êîëåáàíèé áóäåò âûäåðæèâàòüñß ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ, åñ-
ëè ÷àñòîòà íàãðóæåíèß ðàâíà ðåçîíàíñíîé. Òîãäà âåëè÷èíà, îáðàòíàß












ãäå A  êîíñòàíòà, íå çàâèñßùàß îò êîîðäèíàò öåíòðà è ðàçìåðîâ àêòó-
àòîðà(â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî èçìåðßåòñß íå ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ íà ñåíñîðå, à çàðßä(òîê), êîòîðûé ðàññ÷èòûâàåòñß ïðè óñëî-
âèè êîðîòêîãî çàìûêàíèß ýëåêòðîäîâ ñåíñîðà). Îñíîâíîé ïðèíöèï, â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ðàññ÷èòûâàþòñß ñåíñîðû, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
çàðßä äîëæåí áûòü ìàêñèìàëüíûì ïðè çàäàííîì ïðîãèáå. Òîãäà âåëè-
÷èíà (53) äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé. Ñðàâíåíèå ôîðìóë (49) è (53)
ïîêàçûâàåò, ÷òî êîîðäèíàòû öåíòðîâ ñåíñîðà è àêòóàòîðà è èõ ðàçìåðû
îïðåäåëßþòñß ïî îäèíàêîâûì ôîðìóëàì. Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ñîîá-
ðàæåíèß î ïîëîæåíèè è ðàçìåðàõ àêòóàòîðà äëß ðàçíûõ ìîä êîëåáàíèé
ñîõðàíßþòñß áåç èçìåíåíèé è äëß ñåíñîðà. Åñëè ñåíñîð èçãîòîâèòü â
âèäå íåêîòîðîé ìîäû êîëåáàíèé, îí áóäåò ðåàãèðîâàòü òîëüêî íà ýòó
ìîäó, ò.å. áóäåò èãðàòü ðîëü ôèëüòðà.
Ïðåäñòàâëåííûé âûøå àíàëèç íîñèò îáùèé õàðàêòåð íåçàâèñèìî îò
âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ÷àñòîò è ìîä êîëå-
áàíèé óïðóãîé ïëàñòèíû óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè íåñòàöèîíàðíîì íàãðó-
æåíèè îñíîâíîé âêëàä â äåôîðìèðîâàíèå âíîñèò íåñêîëüêî ìîä, íàïðè-
ìåð, óêàçàííûå âûøå ÷åòûðå ìîäû. Òîãäà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáî-
ðå êîîðäèíàò öåíòðîâ è ðàçìåðîâ ÷åòûðåõ àêòóàòîðîâ ìîæíî ñîãëàñíî
ïðåäñòàâëåííûì âûøå ôîðìóëàì óñòðàíèòü èõ äåéñòâèå íà ïëàñòèíó.
Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî óêàçàííûå ÷åòûðå ýëåêòðîäà
äîëæíû áûòü îòäåëåíû äðóã îò äðóãà, ò. å. íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
÷åòûðå ðàçðåçíûõ ýëåêòðîäà ïðßìîóãîëüíîé ôîðìû. Ïîäâîäß ê ýòèì
ýëåêòðîäàì ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, ðàññ÷èòàííûå ïî ïðåäñòàâëåííûì
âûøå ôîðìóëàì, óñòðàíèì ÷åòûðå îñíîâíûõ ìîäû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïðîãèá ñóùåñòâåííî óìåíüøèòñß.
Ïðè ó÷åòå âëèßíèß ïüåçîâêëþ÷åíèé íà æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòè-
êè ïëàñòèíû è ïðè äðóãèõ òèïàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì ñëîæíóþ
çàäà÷ó äëß ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé êàê ïî òîëùèíå, òàê è â ïëàíå
ïëàñòèíû. Â ýòîì ñëó÷àå íàéòè êàêèå-ëèáî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèß äî-
ñòàòî÷íî òðóäíî.
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Çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñß, åñëè ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, òðåõ-
ñëîéíóþ ïëàñòèíó, ñîñòîßùóþ èç ïàññèâíîãî ñðåäíåãî ñëîß è äâóõ ïüå-
çîàêòèâíûõ ñëîåâ ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëßðèçàöèè, ïîêðûâàþùèõ âñþ
ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïåíñàöèß âíåøíåé íàãðóçêè
ïðîèçâîäèòñß íàíåñåíèåì íà ïüåçîñëîè áåñêîíå÷íî òîíêèõ ýëåêòðîäîâ
íåîáõîäèìîé êîíôèãóðàöèè, ê êîòîðûì ïîäâîäèòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèà-
ëîâ, âûáðàííàß èç óêàçàííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé.
Ðèñ. 5. Ðèñ. 6.
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß ñòàöèîíàðíûõ è íå-
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, â ÷àñò-
íîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [139, 180, 196]. Ïîëó÷åííûå â
ðàáîòå [68] ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê
äëß òðåõñëîéíîé øàðíèðíî- è æåñòêî çàùåìëåííîé êâàäðàòíîé ïëàñòè-
íû ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ.5-6. Íà ñðåäíèé ïàññèâíûé ñëîé
èç äþðàëþìèíèß íàíåñåíû ïüåçîñëîè îäèíàêîâîé òîëùèíû è ñ îäè-
íàêîâûìè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíîé
ïîëßðèçàöèåé. Ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ïàññèâíîãî
è ïüåçîàêòèâíûõ ñëîåâ âûáèðàëèñü òàêèìè æå, êàê è â ðàáîòå [49].
Ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû: äëèíà ñòîðîíû a =
0, 1ì, òîëùèíà ïàññèâíîãî ñëîß h0 = 0, 0098ì, òîëùèíà ïüåçîàêòèâ-
íûõ ñëîåâ h1 = 0, 0001ì. Ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ êðèâûå èçîáðàæà-
þò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè âßçêîóïðóãîé ïëàñòèíû ïðè
äåéñòâèè íà íåå èçìåíßþùåãîñß ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó âî âðåìå-
íè âíåøíåãî äàâëåíèß áåç èñïîëüçîâàíèß àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ è êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ðàññ÷è-
òûâàëàñü íåîáõîäèìàß äëß êîìïåíñàöèè ïåðâîé ìîäû ðàçíîñòü ïîòåí-
öèàëîâ. Ïðîãèá ïëàñòèíû óìåíüøàëñß íà ÷åòûðå ïîðßäêà. Ïîýòîìó íà
ðèñóíêàõ îí íå ïðåäñòàâëåí, ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ. Íà
ðèñ.7 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü íåîáõîäèìîé äëß êîìïåñàöèè ìåõàíè-
÷åñêîé íàãðóçêè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ îò ðàçìåðîâ äèàãîíàëè êâàäðàò-
íîãî ýëåêòðîäà â ñëó÷àå ïëàñòèíû ñ æåñòêî çàùåìëåííûìè òîðöàìè.
Ðèñ. 7.
Ñëåäóß ðàáîòå [68], î÷åíü êðàòêî ðàññìîòðèì òåõíèêó èñïîëüçîâà-
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íèß ÌÊÝ äëß ñëó÷àß äåìïôèðîâàíèß íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïëà-
ñòèíû, êîãäà ïîâåäåíèå èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí
ïàññèâíûé ñðåäíèé ñëîé, îïèñûâàåòñß ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ Ôîéãòà, à
ïîâåðõíîñòíàß íàãðóçêà èçìåíßåòñß âî âðåìåíè ïî çàêîíó q = q0H(t),













































































































































Äëß óêàçàííîé âûøå ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
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γ31(h1 + h0)V0H(t). (56)
Çäåñü êîíñòàíòû E0, ν0, η0, η1 õàðàêòåðèçóþò óïðóãèå è äèñèïàòèâíûå










































Ðåøåíèå óðàâíåíèß (58) äîëæíî óäîâëåòâîðßòü íóëåâûì íà÷àëüíûì
óñëîâèßì. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëß ìîäåëè Ôîéãòà ýòî óðàâíåíèå
ßâëßåòñß òî÷íûì, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà óñðåäíåíèß äëß óðàâ-
íåíèé ñîñòîßíèß èíòåãðàëüíîãî òèïà îíî äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.





















ω2mn − µ2. (61)




γ11(h1 + h0)(k2m + p2n)
(62)
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ìîæíî èñêëþ÷èòü ëþáóþ èç ãàðìîíèê â ñîîòíîøåíèè (60). Óíè÷òîæèâ
îñíîâíóþ ãàðìîíèêó, ìû ñóùåñòâåííî óìåíüøèì ïðîãèá ïëàñòèíû.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (60) ìîæåò ñëóæèòü ýòàëîíîì ïðè ðàçðàáîò-
êå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèß äåìïôèðîâàíèß êîëåáàíèé ïðè
ïîìîùè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé, â ÷àñòíîñòè è ÌÊÝ.
Äëß ìîäåëè Ôîéãòà âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå èçîáðà-
æåíèé èìååò âèä































































Äëß ðåøåíèß çàäà÷è (63)(64) ñðåäèííàß ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû äå-
ëèòñß n∗ óçëîâûìè òî÷êàìè íà m∗ ÷åòûðåõóãîëüíûõ èçîïàðàìåòðè÷å-





















































 èçîáðàæåíèß ïî Ëàïëàñó óçëî-
âûõ çíà÷åíèé ïðîãèáà è ïðîèçâîäíûõ â âåðøèíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
Li (i = 2÷ 16)  áèêóáè÷åñêèå ïîëèíîìû Ýðìèòà. Èç ñîîòíîøåíèé (65)
ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò èìååò 16 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Àï-
ïðîêñèìèðóß ìåõàíè÷åñêóþ íàãðóçêó è ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ïîëèíî-
ìàìè Ýðìèòà è âûïîëíßß îáû÷íóþ ïðîöåäóðó ÌÊÝ, äëß îïðåäåëåíèß
èçîáðàæåíèé ïðîãèáà è åãî ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðîé â îáëàñòè îðèãèíàëà îòâå÷àåò ñèñòåìà
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ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðßäêà îòíîñèòåëü-
íî ôóíêöèé âðåìåíè
MU¨(t) + CU˙(t) +KU(t) = Q(t) (66)
ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèßõ
U(t) = 0, U˙(t) = 0 ïðè t = 0. (67)
ÇäåñüM, C, K  ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà ìàññ, äåìïôèðîâàíèß è æåñò-
êîñòè, à Q(t)  óçëîâûå çíà÷åíèß âåêòîðà âíåøíåé íàãðóçêè.
Äëß ðåøåíèß ñèñòåìû (66) èñïîëüçîâàí íåßâíûé ìåòîä, ñîãëàñíî êî-
òîðîìó íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ∆t íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [196]
[a0M + a1C + (1 + α)K]UK+1 = QK+1 + αKUK+
+(a0UK + a2U˙K + a3U¨K)M + (a1UK + a4U˙K + a5U¨K)C,
U¨K+1 = a0(UK+1 − UK)− a2U˙K − a3U¨K ,







, β = (1− α)2/4, γ = 1
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, a6 = ∆t(1− γ), a7 = γ∆t.
(68)
Ïîëàãàß â ñîîòíîøåíèßõ (68) α = 0, ïîëó÷àåì àëãîðèòì Íüþìàðêà
[10].
Íà îñíîâå óêàçàííîãî âûøå ïîäõîäà ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû ðåøå-
íèß äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ êàê ñ ïîëíîñòüþ, òàê è ÷àñòè÷íî ýëåêòðîäèðî-
âàííûìè ïîâåðõíîñòßìè. Êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëß ïëàñòè-
íû, ñîñòàâëåííîé èç ïðîòèâîïîëîæíî ïîëßðèçîâàííûõ âíåøíèõ ñëîåâ
ïüåçîêåðàìèêè òèïà ÖÒÑòÁÑ  2 [58, 171], âíóòðåííåãî äþðàëþìèíèå-
âîãî ñëîß ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëîâ [177], ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè è ïàðàìåòðàìè íàãðóæåíèß:





33 = 8, 854 · 10−12 Ô/ì, η1 = 1, 7 · 105 Íìñ,
E0 = 7, 3 · 1010 H/ì2; ν0 = 0, 34; η0 = 1, 47 · 105 Íìñ,
ρ0 = 0, 279 · 104êã/ì3; H = 2h1 + h0 = 0, 005 ì; h0 = 0, 004 ì;
a = b = 0, 1 ì; p0 = 0, 1, V0 = 11 Â.
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Ðèñ. 8.
Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïðîãèáà â öåíòðå øàðíèðíî îïåðòîé
ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Êðèâûå 1, 2 îòâå÷àþò ðåøåíèþ
óïðóãîé è âßçêîóïðóãîé çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî ïðè äåéñòâèè òîëüêî ìå-
õàíè÷åñêîé íàãðóçêè, à êðèâàß 3  ðåøåíèþ âßçêîóïðóãîé çàäà÷è ïðè
ñîâìåñòíîì ýëåêòðè÷åñêîì è ìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèßõ.
Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèßõ ñëîèñòîé ïëàñòèíû ñ æåñòêî çàùåìëåííûìè êðàßìè. Â ýòîì
ñëó÷àå äåìïôèðîâàíèß íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ìîæíî äîñòè÷ü òîëü-
êî ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷àñòè÷íî ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ê ýëåêòðîäàì äëß
äåìïôèðîâàíèß ïåðâîé ìîäû, îïðåäåëßåòñß â óêàçàííîé âûøå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ñíà÷àëà ðåøàåòñß çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèß è âû-
÷èñëßåòñß ïåðâàß ñîáñòâåííàß ÷àñòîòà èçãèáíûõ êîëåáàíèé æåñòêî çà-
ùåìëåííîé ïëàñòèíû. Çàòåì îïðåäåëßåòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, íåîá-
õîäèìàß äëß äåìïôèðîâàíèß ïåðâîé ìîäû ïðè âûíóæäåííûõ ãàðìîíè-
÷åñêèõ êîëåáàíèßõ ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè p(t) = p0 cosωt. Âû÷èñëåí-
íàß òàêèì îáðàçîì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ
ýëåêòðîäèðîâàííîé îáëàñòè èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé ïîêàçàííîìó íà
ðèñ. 7.
Ðèñ. 9.
Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå èçìåíåíèß ïðîãèáà â öåíòðå æåñòêî
çàùåìëåííîé ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Êðèâûå 1, 2 îòâå÷à-
þò ðåøåíèþ äëß óïðóãîé è âßçêîóïðóãîé ïëàñòèí ïðè äåéñòâèè ìåõà-
íè÷åñêîé íàãðóçêè, à êðèâàß 3  ðåøåíèþ äëß âßçêîóïðóãîé ïëàñòèíû
ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ýëåêòðè÷åñêîé è ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçîê. Êàê
âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè äàæå îäíîãî àê-
òóàòîðà äîñòèãàåòñß ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé
ïëàñòèíû.
Òàêèì îáðàçîì, îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ïðè èññëåäîâàíèè ýôôåê-
òèâíîñòè àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé êîíñòðóêöèé ßâëßåòñß êëàññè÷åñêàß çàäà÷à ðàñ÷åòà ñîáñòâåí-
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íûõ ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé ñòðóêòóð-
íî-íåîäíîðîäíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è ðàñ÷åò õàðàêòåðè-
ñòèê ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ äëß êîìïåíñàöèè íàèáîëåå ýíåðãîåìêèõ ìîä
ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü ïîòåíöè-
àëîâ, ïîäâîäèìàß ê àêòóàòîðó äëß êîìïåíñàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîä
êîëåáàíèé, âûçâàííûõ ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé, ßâëßåòñß èíòåãðàëüíîé
õàðàêòåðèñòèêîé. Ïîýòîìó äëß ðàñ÷åòà ýòîé ðàçíîñòè î÷åíü ýôôåêòèâ-
íûìè ßâëßþòñß âàðèàöèîííûå ìåòîäû [52, 53, 66, 67, 69, 70], êîòîðûå
èçáàâëßþò îò íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèß äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ è òðóäî-
åìêèõ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ìåòîäîâ.
Èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî íà ýôôåêòèâ-
íîñòü àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ êî-
ëåáàíèé âëèßþò ïîëîæåíèå ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ â ýëåìåíòå, èõ ãåî-
ìåòðè÷åñêàß ôîðìà, ðàçìåðû, ãðàíè÷íûå óñëîâèß, ñâîéñòâà ïàññèâíûõ
è ïüåçîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ. Êðîìå òîãî, íà íåå ìîæåò îêàçàòü ñóùå-
ñòâåííîå âëèßíèå òåìïåðàòóðà äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà è ôèçè÷åñêàß
íåëèíåéíîñòü.
Â ñâßçè ñ âûøåóêàçàííûì ðàçðàáîòêà ìîäåëåé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèß ïàññèâíûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ìîíîãàðìî-
íè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé
è âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé ßâëßåòñß àê-
òóàëüíîé çàäà÷åé ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèß
êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè ïîìîùè ðàñïðåäåëåííûõ ñåíñî-
ðîâ è àêòóàòîðîâ.
Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ðàçðàáîòêå ìîäåëåé ïàñ-
ñèâíûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñ ó÷åòîì
ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ïðè ìîíîãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè è íåëè-
íåéíîñòè, îáóñëîâëåííîé ñâßçàííîñòüþ ïîëåé, îòðàæåíû â ìîíîãðàôèßõ
[51, 5456, 58, 76, 77, 80, 161] è îáçîðàõ [200204, 220, 221].
Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàåì áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòàì ÷ë.-êîðð. ÍÀÍ
Óêðàèíû À.Ô. Óëèòêî, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Í.Ï. Ïëàõ-
òèåíêî, äîêòîðó òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Í.Ê. Êó÷åðó çà ñîäåð-
æàòåëüíûå çàìå÷àíèß, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ êíèãè.
Áëàãîäàðèì òàêæå ñîòðóäíèêîâ îòäåëà òåðìîóïðóãîñòè Èíñòèòóòà
ìåõàíèêè èì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû çà ïðîßâëåííûé èíòåðåñ
ê ìîíîãðàôèè è öåííûå ñîâåòû â ïðîöåññå åå íàïèñàíèß.
Áîëüøóþ ðàáîòó ïî ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ïðîäåëàëè ñîòðóäíèêè êà-
ôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Æèòîìèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíîëî-
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ãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ð.Í. Ãîëîâíß è Ä.Í. ßðìîëåíêî, çà ÷òî âûðà-
æàåì èì ñåðäå÷íóþ áëàãîäàðíîñòü.
Ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü âûðàæàåì ðåêòîðó Æèòîìèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà äîêòîðó òåõíè÷åñêèõ íà-
óê, ïðîôåññîðó Ï.Ï. Ìåëüíè÷óêó è ïåðâîìó ïðîðåêòîðó óíèâåðñèòåòà







Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû óíèâåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèß ìåõàíèêè, òåð-
ìîäèíàìèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðèêîâ êàê â
ïðîñòðàíñòâåííîì, òàê è â ìàòåðèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè: çàêîíû ñîõðàíåíèß
ìàññû, èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà, ïåðâûé è âòîðîé çàêîíû òåðìîäèíàìè-
êè, óðàâíåíèß Ìàêñâåëëà. Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè ïðèíèìàåòñß â ôîð-
ìå íåðàâåíñòâà Êëàóçèóñà-Äþãåìà. Ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèß äëß ïîíäåðî-
ìîòîðíûõ ñèë è ìîìåíòîâ, ìîùíîñòè ïðèòîêà ýíåðãèè îò ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëß ê òåëó. Ðàññìîòðåíà îáùàß òåîðèß îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé âßçêîóïðó-
ãèõ íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðèêîâ ñ çàòóõàþùåé ïàìßòüþ. Äàíà ïðè-
áëèæ¼ííàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíôèíèòåçèìàëüíîé òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðó-
ãîñòè ïðè öèêëè÷åñêèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññàõ.
 1. Óíèâåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèß ìåõàíèêè, òåðìîäèíàìè-
êè è ýëåêòðîäèíàìèêè íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðè-
êîâ
Óíèâåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèß ìåõàíèêè, òåðìî- è ýëåêòðîäèíàìèêè
ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [32, 43, 58, 96, 141, 163].
Ðàññìîòðèì â ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xi ñïëî-
øíóþ ñðåäó, äâèæóùóþñß ïî çàêîíó xi = xi(x1 , x2 , x3 , t) (i = 1, 2, 3).
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Ôóíêöèè xi(xj , t) äëß êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t îòîáðàæàþò ñðåäó èç
ôèêñèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè îòñ÷åòà, â êîòîðîé ìàòåðèàëüíûå ÷àñòè-
öû èìåþò êîîðäèíàòû (x1 , x2 , x3), â òåêóùóþ (àêòóàëüíóþ) êîíôèãó-
ðàöèþ, â êîòîðîé òå æå ÷àñòèöû èìåþò êîîðäèíàòû (x1 , x2 , x3). Ñëåäóß
ðàáîòàì [58, 141], ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå çàêîíû ìå-





















(Fj + ρ bj) dV (j = 1, 2, 3); (1.2)

















(Lj + εjklxkFl + ρεjklxk bl)dV (j = 1, 2, 3);
(1.3)






















[(Fj + ρbj) vj +Φ+Φh] dV ;
(1.4)















dV ≥ 0. (1.5)
Â ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèßõΘ  àáñîëþòíàß òåìïåðàòóðà; η  ìàñ-
ñîâàß ïëîòíîñòü ýíòðîïèè; ρ  ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà â àêòóàëüíîé êîí-
ôèãóðàöèè; Φh  òåïëîâîé èñòî÷íèê ýíåðãèè; hi  êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà òåïëîâîãî ïîòîêà; vi  êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè; U  ìàññîâàß
44 Ãëàâà 1. Ïðèáëèæ¼ííàß òåîðèß òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè...
ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè; t(n)j  êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðßæåíèé
â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè, ïðèëîæåííîãî ê ïëîùàäêå ñ åäèíè÷íîé
íîðìàëüþ ~n = {ni} è èçìåðßåìîãî íà åäèíèöó ïëîùàäè ýòîé ïëîùàäêè
(êîìïîíåíòû t(n)j âûðàæàþòñß ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðßæåíèé
Tij ïî ôîðìóëå t
(n)
j = Tijni); Fj  êîìïîíåíòû îáúåìíîé ñèëû, îòíå-
ñåííîé ê åäèíèöå îáú¼ìà; Φ - èñòî÷íèêè ýíåðãèè, ïîðîæäàåìûå âçàèìî-
äåéñòâèåì òåëà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì; Lj  êîìïîíåíòû îáúåìíîé
ïàðû, îòíåñåííîé ê åäèíèöå îáú¼ìà; εjkl  êîìïîíåíòû òåíçîðà Ëåâè-
×èâèòà. Ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé âåëè÷èíû Fj , Lj , Φ
èñ÷åçàþò, à ìàññîâàß ñèëà ñ êîìïîíåíòàìè bj ñ÷èòàåòñß çàäàííîé âåëè-
÷èíîé (íàïðèìåð, ßâëßåòñß ãðàâèòàöèîííîé èëè öåíòðîñòðåìèòåëüíîé
ñèëîé). Îäíàêî, êîãäà òåëî ïîìåùàåòñß â ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, â ðå-
çóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèß òåëà ñ ýòèì ïîëåì Fj , Lj , Φ íå èñ÷åçàþò, à
âåêòîð ~t (n) = {t(n)j } äîïîëíßåòñß òàê íàçûâàåìûìè ïîíäåðîìîòîðíû-
ìè ñèëàìè. Â äàëüíåéøåì ïîä ~F = {Fj} áóäóò ïîíèìàòüñß ñèëû, îáó-
ñëîâëåííûå èñêëþ÷èòåëüíî âçàèìîäåéñòâèåì òåëà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì
ïîëåì, à îáúåìíûå ñèëû ~b = {bj} äðóãîé ïðèðîäû ïðè íåîáõîäèìîñòè
ìîãóò áûòü ëåãêî âêëþ÷åíû â îêîí÷àòåëüíûå óðàâíåíèß.
Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèß ïî âðåìåíè èíòåãðàëà,
âçßòîãî ïî ïîäâèæíîìó îáú¼ìó, è ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî èç
(1.1)  (1.5) ëåãêî ïîëó÷èòü îñíîâíûå çàêîíû ìåõàíèêè è òåðìîäèíàìè-




+ (ρvi),i = 0; (1.6)
çàêîí ñîõðàíåíèß èìïóëüñà
Tij,i +Fj + ρbj = ρdvj
dt
; (1.7)
çàêîí ñîõðàíåíèß ìîìåíòà èìïóëüñà
εjklTkl = −Lj ; (1.8)




= Tijvj,i − hj, j +Φh +Φ; (1.9)
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Ôèãóðèðóþùèå â (1.6)  (1.10) âåëè÷èíû Fj , Lj , Φ äîëæíû áûòü
âûðàæåíû ÷åðåç ýëåêòðîìàãíèòíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå óäîâëåòâîðß-
þò óðàâíåíèßì Ìàêñâåëëà.
Ïðè èññëåäîâàíèè âçàèìîäåéñòâèß äâèæóùåãîñß òåëà ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé âûáèðàåòñß íåêîòîðàß èíåðöèàëü-
íàß ñèñòåìà îòñ÷åòà K, íàçûâàåìàß â äàëüíåéøåì ñèñòåìîé îòñ÷åòà
íàáëþäàòåëß [58]. Åñëè òåëî æåñòêîå,òî ñèñòåìó îòñ÷åòà ìîæíî ñâßçàòü
ñ ýòèì òåëîì è äëß íàáëþäàòåëß â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà êàæäàß ÷àñòè-
öà òåëà áóäåò íàõîäèòüñß â ïîêîå. Äëß äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà
âûáðàòü åäèíñòâåííóþ äëß âñåãî òåëà ñèñòåìó îòñ÷åòà, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé òåëî íàõîäèëîñü áû â ïîêîå, íåëüçß. Â ýòîì ñëó÷àå äëß ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òî÷êè ñðåäû ââîäèòñß òàê íàçûâàåìàß ñîáñòâåííàß ñèñòå-
ìà îòñ÷åòà K ′ [141]  ñèñòåìà îòñ÷åòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñêîðîñòü
ýòîé òî÷êè â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà íóëþ, ïðè ýòîì
ñêîðîñòè ñîñåäíèõ òî÷åê è ýòîé òî÷êè â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè ìîãóò
îòëè÷àòüñß îò íóëß. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôèçè÷åñêèå çàêîíû îäèíàêîâû
â ñèñòåìàõ K è K ′ [58, 141].
Â ñèñòåìå îòñ÷åòà íàáëþäàòåëß K ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå õàðàêòå-
ðèçóåòñß âåêòîðàìè ~E, ~H íàïðßæåííîñòè è ~D, ~B èíäóêöèè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ñîîòâåòñòâåííî, ïëîòíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî
òîêà ~= è çàðßäà ρe. Âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé ~P è ìàãíèòíîé ~M ïîëß-
ðèçàöèè ââîäßòñß ðàâåíñòâàìè
~D = ε0~E+ ~P, ~H = ~B/µ0 − ~M, (1.11)
ãäå ε0, µ0  äèýëåêòðè÷åñêàß è ìàãíèòíàß ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà. Â
ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà K ′ ïðèâåäåííûå âûøå âåëè÷èíû, âîîáùå













. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåäëåííî äâèæóùèåñß ñðå-
äû, ñêîðîñòü v êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ìàëà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, è îãðàíè÷èìñß ñëåäóþùèì íåðåëßòèâèñò-
ñêèì ïðèáëèæåíèåì ñîîòíîøåíèé ìåæäó øòðèõîâàííûìè è íåøòðèõî-




≈ ~E+ ~v × ~B, ~H
′
≈ ~H− ~v × ~D, ~= ′ ≈ ~=− ~v ρe,
~M
′






≈ ~B, ρ ′e ≈ ρe.
(1.12)
Ïðèâåäåííûå âûøå ýëåêòðîìàãíèòíûå õàðàêòåðèñòèêè óäîâëåòâîðßþò
óðàâíåíèßì Ìàêñâåëëà â ñèñòåìå íàáëþäàòåëß K ëèáî ñîáñòâåííîé ñè-
ñòåìå K ′, äâèæóùåéñß îòíîñèòåëüíî K ñî ñêîðîñòüþ v. Ñôîðìóëèðóåì
âíà÷àëå ýòè óðàâíåíèß â âèäå îñíîâíûõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ýëåê-
òðîäèíàìèêè, ßâëßþùèõñß îáîáùåíèåì îïûòíûõ äàííûõ. Îòíîñèòåëü-
íî øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí ýòè çàêîíû èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è â
ñëó÷àå ñðåäû, ïîêîßùåéñß â ñèñòåìå K. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé
(1.12) ìîæíî çàïèñàòü [58]:
çàêîí Ãàóññà-Ôàðàäåß ∮
S
BjnjdS = 0; (1.13)
çàêîí Ôàðàäåß ∮
L






















= ′j njdS. (1.16)








= ′j njds = 0. (1.17)
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Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî íåíàìàãíè-
÷èâàþùèåñß äèýëåêòðèêè, ïîëîæèì [126]
ρe = 0, ~M
′
= 0, ~= ′ = ~= = 0. (1.18)
Ó÷èòûâàß (1.12), (1.18) è èñïîëüçóß ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî
è Ñòîêñà, à òàêæå ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèß ïî âðåìåíè èíòåãðàëà,
âçßòîãî ïî ïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè, ëåãêî ïîëó÷èòü ëîêàëüíóþ ôîðìó
ïðåäñòàâëåííûõ âûøå çàêîíîâ ýëåêòðîäèíàìèêè:
Bj,j = 0, εjklEl,k + ∂Bj
∂t
= 0,





Óðàâíåíèß (1.19) ïðåäñòàâëßþò ñîáîé óðàâíåíèß Ìàêñâåëëà â ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå [58] è ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè [32]. Â ëèòåðàòóðå èìåþòñß è äðóãèå
ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëß äâèæóùèõñß ñðåä, ïîäðîáíûé
îáçîð êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [32, 42, 96].
Èç (1.12) ñ ó÷åòîì (1.18) ïîëó÷àåì
~M = −~v × ~P, (1.20)
òàê ÷òî ñîîòíîøåíèß (1.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
~D = ε0~E+ ~P, ~H =
~B
µ0
+ ~v × ~P. (1.21)
Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïðè èññëåäîâàíèè âçàèìîäåéñòâèß òåðìîìå-
õàíè÷åñêèõ ïîëåé ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè íåîáõîäèìî âûðàçèòü âåëè÷è-
íû ïîíäåðîìîòîðíûõ ñèëû Fj è ìîìåíòà Lj , à òàêæå ìîùíîñòè ïðè-
òîêà ýíåðãèè îò ïîëß ê òåëó Φ ÷åðåç ýëåêòðîìàãíèòíûå ïåðåìåííûå.
Èìåþùèåñß â ëèòåðàòóðå ïîäõîäû äëß ðåøåíèß ýòîãî âîïðîñà îïèñàíû,
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [32, 58, 216]. Òàì æå ïðèâåäåíû âûðàæåíèß äëß âå-
ëè÷èí Fj , Lj , Φ, îñíîâàííûå íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå
íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå õàðàêòåðèçóåòñß ìàëûìè çàðßæåííûìè
÷àñòèöàìè, äâèæóùèìèñß â âàêóóìå. Âçàèìîäåéñòâèå íà ìàêðîóðîâíå
îïðåäåëßåòñß ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèß. Äëß
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ñëó÷àß íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðèêîâ ýòè âûðàæåíèß (ñì. [58],




















Pj= P˙j +Pjvk,k −Pivj,i. (1.25)
Àâòîðû ñòàòüè [228] ïðåäëîæèëè ñëîæíóþ ìàêðîìîäåëü, óïðîùåí-
íûé âàðèàíò êîòîðîé ìîäåëèðóåò ïîëßðèçàöèþ è íàìàãíè÷èâàíèå ýëåê-
òðè÷åñêèìè äèïîëßìè è òîêàìè Àìïåðà è ïðèâîäèò ê âûðàæåíèßì äëß
Fj , Lj , Φ, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùèì â ñëó÷àå äèýëåêòðèêîâ áåç íàìàã-
íè÷èâàíèß ñ ïðåäñòàâëåííûìè âûøå ñîîòíîøåíèßìè (1.22)  (1.24). Âû-
ðàæåíèß äëß ýòèõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå äðóãèõ ïîäõîäîâ,
ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [216].
Âåðí¼ìñß ê óðàâíåíèßì (1.7), (1.9), â êîòîðûõ òåíçîð íàïðßæåíèé




(Tij + Tji) +
1
2




(Tij + Tji) = T cij  ñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Íà îñíîâàíèè (1.8) è
ñ ó÷åòîì (1.23) àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà Tij ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèå ïåðåìåííûå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåì èìåòü























j − hj,j +Φh, (1.28)




(vj,i + vi,j)  òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèè [58].









Pk Bl − E
′
j Pi,i + ρbj = ρv˙j . (1.29)
Çàìåòèì, ÷òî òåíçîð Tij +PiE
′
j ñèììåòðè÷åí.
Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèß ýíåðãèè (1.28) è èìïóëüñà (1.29), óðàâíåíèß
Ìàêñâåëëà (1.19), íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà-Äþãåìà (1.10) à òàêæå ñîîò-
íîøåíèß (1.12) è (1.21) â ìàòåðèàëüíîì îïèñàíèè. Äëß ââåäåíèß ìà-
òåðèàëüíûõ âåëè÷èí âîñïîëüçóåìñß îñíîâíûìè ñîîòíîøåíèßìè â èíòå-







; dV = =dV
R



















































































[(Fj + ρRbj) vj + =Φh +ΦR] dVR ;
(1.31)




























































Âõîäßùèå â (1.31), (1.32) ìàòåðèàëüíûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñß ÷åðåç














Bi = =Bj ∂õi
∂xj

















Èìåþò ìåñòî îáðàòíûå ñîîòíîøåíèß
ρ =
1


































Â (1.33), (1.34) Pij  ïåðâûé íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ïèîëû-Êèðõãî-
ôà. Âûðàæåíèß äëß íåøòðèõîâàííûõ ìàòåðèàëüíûõ âåëè÷èí Ej ,Hj ,
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Ââîäß ìàòåðèàëüíûå âåêòîðû Pi,Mi ïî ôîðìóëàì
Pi = =Pj ∂õi
∂xj






, Mj =Mi ∂õi
∂xj
(1.35)
è ó÷èòûâàß (1.11), (1.20), íåòðóäíî óáåäèòüñß â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíî-
øåíèé
Dj = ε0=GjkEk + Pj , Bj = µ0=Gjk(Hk +Mk),
Mk = εklmPlv˜m
(
~M = ~P × ~˜v
)





Ñâßçü ìåæäó øòðèõîâàííûìè è íåøòðèõîâàííûìè âåëè÷èíàìè â ìà-
òåðèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä
~E
′
= E + ~˜v × ~B, ~H ′ = H − ~˜v × ~D (1.37)
èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
E
′
i = Ei + εimnv˜mBn, H
′
j = Hj − εjmnv˜mDn. (1.38)
Âûðàæåíèå (1.25) ïðè ïåðåõîäå ê ìàòåðèàëüíûì âåëè÷èíàì ïðåîá-






Ëîêàëüíûå óðàâíåíèß ýëåêòðîäèíàìèêè (1.19) â ìàòåðèàëüíîì ïðåä-


























52 Ãëàâà 1. Ïðèáëèæ¼ííàß òåîðèß òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè...

















 òåíçîð äåôîðìàöèè Ãðèíà [58], è èñ-
ïîëüçóß ôîðìóëû ïåðåõîäà ê ìàòåðèàëüíûì âåëè÷èíàì (1.34), (1.39),




U˙ = trsV˙rs + E
′


























Ïåðåõîäß â (1.29) ê ìàòåðèàëüíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå








+ =fj + ρRbj = ρR u¨j , (1.44)






































Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè â ìàòåðèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñî-














Ïåðåïèøåì ìàòåðèàëüíûå ñîîòíîøåíèß ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíà-
ìèêè (1.41) è çàêîíà ñîõðàíåíèß èìïóëüñà (1.44) â íåìíîãî èçìåíåííîì
âèäå. Äëß ýòîãî âíà÷àëå, èñïîëüçóß óðàâíåíèß ýëåêòðîäèíàìèêè (1.19)
è ñîîòíîøåíèß (1.25), (1.12), (1.11), (1.20), ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå ñîõðà-














= ρ u¨j , (1.49)
ãäå










Ñîïîñòàâëßß (1.7) è (1.49), ïðèõîäèì, â ÷àñòíîñòè, ê ñëåäóþùåìó















































Çäåñü âåëè÷èíû trs, T sij îïðåäåëßþòñß ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèß-
ìè (1.42), (1.50).
Ââîäß ôóíêöèþ
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dij −Pj E˙ ′j − hj,j +Φh − E
′
jPivj,i. (1.55)








i vi,j . (1.56)
Ïîäñòàâëßß (1.56) â (1.55) è ïåðåõîäß ê ìàòåðèàëüíûì âåëè÷èíàì â
äðóãèõ ñëàãàåìûõ, ïðèõîäèì ê ìàòåðèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïåðâîãî
çàêîíà òåðìîäèíàìèêè â âèäå
ρ
R
u˙ = trsV˙rs − PiE˙ ′i − hRi,i + =Φh. (1.57)












(1.57) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (1.41) ñðàçó æå.
Ñëåäóß [58], áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåííóþ âûøå òåîðèþ äèíàìè-
÷åñêîé. Íàðßäó ñ íåé ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ êâàçèäèíàìè÷åñêóþ
òåîðèþ [58], êîãäà ïðåíåáðåãàåòñß ðàçëè÷èåì ìåæäó âåëè÷èíàìè ñî øòðè-
õàìè è áåç íèõ. Âñå ïðåäñòàâëåííûå âûøå ñîîòíîøåíèß èìåþò ìåñòî è
äëß êâàçèäèíàìè÷åñêîé òåîðèè, åñëè â íèõ ïðîèçâåñòè çàìåíó
E ′j → Ej ; H
′
j → Hj ; E
′
j → Ej ; H
′
j → Hj .
Â ÷àñòíîñòè, äëß ýòîé òåîðèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïåðâûé çàêîí òåð-








Dj −hj,j +Φh, (1.58)(
Tij +DiEj − uF δij
)
,i




U + =uF , uF = 1
2
ε0 Ek Ek = 12ε0
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Â ìàòåðèàëüíîì îïèñàíèè ñîîòíîøåíèß (1.58), (1.59) ïðèíèìàþò âèä
















Tij +DiEj − uF δij
)
. (1.63)
Îòìåòèì, ÷òî äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àß óðàâíåíèå ýíåðãèè íå
ñîäåðæèò ìàãíèòíûõ ïåðåìåííûõ. Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè äëß
êâàçèäèíàìè÷åñêîé òåîðèè èìååò òàêîé æå âèä, êàê è (1.10), (1.48).
Â óðàâíåíèßõ Ìàêñâåëëà (1.40) íåîáõîäèìî îïóñòèòü øòðèõè.
 2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèß. Ñâîäêà óíèâåðñàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé â ìàòåðèàëüíîì îïèñàíèè
Èñòî÷íèêîì ïîëó÷åíèß ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëß ïðåäñòàâëåííûõ âû-
øå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëóæàò îáùèå óñëîâèß íà ïîâåðõíî-
ñòè ðàçðûâà, êîòîðûå âûâîäßòñß èç îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé òåðìîìåõà-
íèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [141, 216, 229].
Èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ñîõðàíåíèß èìïóëüñà (1.2) è ñîîòíîøå-
íèß (1.51) ïîëó÷àåì óñëîâèå∥∥∥Tij +PiE ′j + T sij∥∥∥ni = 0. (1.64)
Çäåñü è äàëåå ‖·‖  ñêà÷îê âåëè÷èíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
ðàçðûâà (ãðàíèöó îáëàñòè) â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè ~n.
Èç (1.4), (1.24) ñëåäóåò óñëîâèå∥∥∥(Tij +PiE ′j + T sij)vj − hi∥∥∥ni = 0 (1.65)
èëè, ñ ó÷åòîì (1.64), óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé ñîñòàâëßþùåé
òåïëîâîãî ïîòîêà
‖hi‖ni = 0. (1.66)
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Èç ñîîòíîøåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (1.13) 
(1.16) ñëåäóþò îáùèå óñëîâèß∥∥∥~B∥∥∥ · ~n = 0 (‖Bj‖nj = 0) ; (1.67)
~n×
∥∥∥∥~E ′∥∥∥∥ = ~n× ∥∥∥~E∥∥∥− v(n) ∥∥∥~B∥∥∥ = 0
(εjklnk ‖El‖ − nkvk ‖Bj‖ = 0) ;
(1.68)
∥∥∥~D∥∥∥ · ~n = ∥∥∥ε0~E+ ~P∥∥∥ · ~n = σïîâ
(‖ε0Ej +Pj‖nj = σïîâ) ;
(1.69)
~n×
∥∥∥∥∥ ~Bµ0 − ~M




∥∥∥∥+ vknk (‖ε0Ej +Pj‖ − njσïîâ) = =ïîâ j).
Çäåñü v(n)  ïðîåêöèß ñêîðîñòè òî÷êè ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà íà ïîëî-
æèòåëüíóþ íîðìàëü; σïîâ , =ïîâ  ñîîòâåòñòâåííî ïîâåðõíîñòíûå ïëîò-
íîñòè çàðßäà è òîêà [141].
Èç çàêîíà ñîõðàíåíèß çàðßäà (1.17) èìååì óñëîâèå∥∥∥~=∥∥∥ · ~n− v(n) ‖ρe‖+ ~n · ∇ × (~n× ~=ïîâ)+





ãäå ∇  îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà.
Óñëîâèå (1.68) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíîé ñî-
ñòàâëßþùåé âåêòîðà íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß ~E
′
, êîòîðîå
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå∥∥∥∥~E ′ − (~E ′ · ~n)~n∥∥∥∥ = 0 (∥∥∥E ′j − (E ′knk)nj∥∥∥ = 0) . (1.72)
 2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèß. Ñâîäêà óíèâåðñàëüíûõ ñîîòíîøåíèé... 57
Àíàëîãè÷íî, óñëîâèå (1.70) ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ñêà÷îê êà-
ñàòåëüíîé ñîñòàâëßþùåé âåêòîðà íàïðßæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëß ~H
′
:∥∥∥∥~H ′ − (~H ′ · ~n)~n∥∥∥∥ = (~=ïîâ − ~vσïîâ)× ~n(∥∥∥H ′j − (H ′knk)nj∥∥∥ = εjkl (=ïîâ − vkσïîâ)nl ) .
(1.73)
Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðè-
êîâ íåîáõîäèìî ñî ñòîðîíû ýòèõ äèýëåêòðèêîâ ó÷èòûâàòü ñîîòíîøåíèß
(1.18), (1.20), (1.21).
Ïðèâåä¼ì äëß óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèß â äàëüíåéøåì ñâîäêó óíè-






U˙ = trsV˙rs + E
′




u˙ = trsV˙rs − PjE˙′j − hRj,j + =Φh, (1.75)
ãäå
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Dj = ε0=GjkEk + Pj , Bj = µ0=Gjk(Hk +Mk),






ñâßçü ìåæäó øòðèõîâàííûìè è íåøòðèõîâàííûìè âåëè÷èíàìè
E
′
i = Ei + εimnv˜mBn, H
′












, xk = õk + uk. (1.81)
Èñòî÷íèêîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.74)  (1.78) ñëóæàò ñîîòíîøåíèß (1.64)  (1.73), êîòîðûå ïåðåïèøåì
â ìàòåðèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè∥∥∥∥∂xj∂õs trs + =∂õr∂xi T sij
∥∥∥∥nRr = 0; ∥∥∥hRj ∥∥∥nRj = 0;
‖Bj‖nRj = 0; ‖Dj‖nRj = =fNσïîâ = σRïîâ;
ε˜jnm nRn








, ~=′ïîâ = ~=ïîâ − ~vτσïîâ , (1.83)
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à ~vτ  êàñàòåëüíàß ñîñòàâëßþùàß âåêòîðà ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè òå-









â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèß íå âûñòóïàåò, à âû-
ðàæàåò ñîáîé ñâßçü ìåæäó îáúåìíûìè ïëîòíîñòßìè òîêà è çàðßäà âî
âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê òåëó ñðåäå è ïîâåðõíîñòíûìè ïëîòíîñòßìè
òîêà è çàðßäà íà ãðàíèöå òåëà. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
òîëüêî äëß ñîãëàñîâàíèß çàäàâàåìûõ íà ãðàíèöå âåëè÷èí (â ñìûñëå èõ
êîððåêòíîñòè).
Åñëè ~=′ = 0 è èçâíå òåëà, òî ïîñëåäíåå èç óñëîâèé (1.82) ñâîäèòñß
ê îäíîðîäíîìó.
Äëß ôèãóðèðóþùèõ âûøå âåëè÷èí =, f
N
, Gjk èñïîëüçóþòñß ïðè-
































Âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèß îñòàþòñß â ñèëå è äëß êâàçèäèíàìè÷åñêîé
òåîðèè, åñëè â íèõ ïðîèçâåñòè çàìåíó E
′
m íà Em, H
′
m íà Hm è =
′
ïîâ j
íà =ïîâj . Ïðè ýòîì óðàâíåíèß ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ê âèäó:
óðàâíåíèå ýíåðãèè

























bj −=f˜j = ρR u¨j , (1.86)












Òîãäà âìåñòî ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (1.82) íåîáõîäèìî çàïèñàòü∥∥∥∥∂xj∂õs t˜rs
∥∥∥∥nRr = 0. (1.87)
Äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèß (1.79) ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì Mk = 0:
Dj = ε0=GjkEk + Pj ; Bj = µ0=GjkHk. (1.88)
Ñêàçàííîå âûøå îòíîñèòåëüíî óñëîâèß (1.71) îñòà¼òñß â ñèëå. Ïðè
ýòîì â (1.71) íåîáõîäèìî îïóñòèòü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ñêîðîñòü v(n).
Ïðåäñòàâëåííûå äëß îáåèõ òåîðèé ñèñòåìû óíèâåðñàëüíûõ ñîîòíî-
øåíèé íå ßâëßþòñß çàìêíóòûìè. ×èñëî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí â íèõ
áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Äëß çàìûêàíèß ýòèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî äîáà-
âèòü ê íèì òàê íàçûâàåìûå îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß, òåîðèß êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàåòñß â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü æå ïðèâåä¼ì ñîîòíî-
øåíèß, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â ýòîé òåîðèè.
Èñêëþ÷àß èç ñîîòíîøåíèé (1.74), (1.76) âåëè÷èíó =Φh, ïîëó÷àåì
òàê íàçûâàåìîå ïðèâåäåííîå äèññèïàòèâíîå íåðàâåíñòâî
ρ
R
(−U˙ +Θη˙) + tij V˙ij + E′jP˙j −
1
Θ
Θ,jhRj ≥ 0. (1.89)
Ââîäß ôóíêöèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè Φ = U −Θη, ïåðåïèøåì (1.89) â
âèäå
tij V˙ij + E
′
jP˙j − ρRηΘ˙− ρRΦ˙−
1
Θ
Θ,jhRj ≥ 0. (1.90)
Àíàëîãè÷íî, èñêëþ÷àß =Φh èç (1.85), (1.76), ïîëó÷àåì ïðèâåäåííîå
äèññèïàòèâíîå íåðàâåíñòâî äëß êâàçèäèíàìè÷åñêîé òåîðèè
(−u˙+ ρ
R
Θη˙) + t˜ij V˙ij + EjD˙j − 1ΘΘ,jhRj ≥ 0. (1.91)
Ââîäß ôóíêöèþ




(U −Θη) + =uF , (1.92)
ïåðåïèøåì (1.91) â âèäå
t˜ij V˙ij + EjD˙j − ρRηΘ˙− Φ˙−
1
Θ
Θ,jhRj ≥ 0. (1.93)
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 3. Îáùàß òåîðèß îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé
âßçêîóïðóãèõ íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðèêîâ
ñ çàòóõàþùåé ïàìßòüþ
Îáùàß òåîðèß îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé âßçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ
ïîëßðèçàöèåé è íàìàãíè÷èâàíèåì ðàçðàáîòàíà â ìîíîãðàôèßõ [58, 76],
ãäå ðàññìàòðèâàþòñß ìàòåðèàëû ñ çàòóõàþùåé ïàìßòüþ ôóíêöèîíàëü-
íîãî òèïà, âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî è
äèôôåðåíöèàëüíîãî òèïîâ. Õîòß òåîðèß âßçêîóïðóãèõ íåíàìàãíè÷èâà-
þùèõñß äèýëåêòðèêîâ ñëåäóåò èç ýòèõ îáùèõ òåîðèé êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé [58], ðàññìîòðèì å¼ íåçàâèñèìî. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñß ñëó÷àåì ìà-
òåðèàëîâ ñ çàòóõàþùåé ïàìßòüþ ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà.
Òåðìîýëåêòðîìàãíèòîìåõàíè÷åñêèé ïðîöåññ â íåíàìàãíè÷èâàþùåì-
ñß äèýëåêòðèêå õàðàêòåðèçóåòñß ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòüþ ôóíêöèé
êîîðäèíàò è âðåìåíè: 1) çàêîíîì äâèæåíèß ~x = ~x(~x, t); 2) òåíçîðîì
íàïðßæåíèß Tij(~x, t); 3) ìàññîâûìè ñèëàìè ~b(~x, t); 4) ïëîòíîñòüþ èñòî÷-
íèêîâ òåïëà Φh(~x, t); 5) óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèåé U(~x, t); 6) àáñî-
ëþòíîé òåìïåðàòóðîé Θ(~x, t), êîòîðàß ïðåäïîëàãàåòñß ïîëîæèòåëüíîé
(Θ(~x, t) > 0); 7) óäåëüíîé ýíòðîïèåé η(~x, t), êîòîðàß, êàê è àáñîëþòíàß
òåìïåðàòóðà, ââîäèòñß àïðèîðè; 8) âåêòîðîì òåïëîâîãî ïîòîêà ~h(~x, t);
9) íàïðßæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß ~E(~x, t); 10) èíäóêöèåé ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëß ~D(~õ, t); 11) íàïðßæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëß ~H(~õ, t);
12) èíäóêöèåé ìàãíèòíîãî ïîëß ~B(~õ, t). Ïðåäñòàâëåííàß ñîâîêóïíîñòü
ôóíêöèé íàçûâàåòñß òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðîöåñîì, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðßåò óðàâíåíèßì ñîõðàíåíèß èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà, ýíåðãèè
è óðàâíåíèßì Ìàêñâåëëà. ×òîáû îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðî-
öåññ â ëþáîé òî÷êå ~õ, äîñòàòî÷íî çàäàòü ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé
R(·) = {~x(~õ, t); Tij(~x, t); U(~x, t); Θ(~x, t); η(~x, t);
~h(~õ, t); ~E(~õ, t); ~D(~õ, t)},
ïîñêîëüêó íàïðßæåííîñòü è èíäóêöèß ìàãíèòíîãî ïîëß ìîãóò áûòü íàé-
äåíû â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1.19) c ó÷åòîì ñîîòíîøå-
íèé (1.11) è ðàâåíñòâà ~M = ~P × ~v  äëß äèíàìè÷åñêîé è ~M = 0 
äëß êâàçèäèíàìè÷åñêîé òåîðèé, à ôóíêöèè ~b(~õ, t), Φh(~õ, t)  èç óðàâ-
íåíèé ñîõðàíåíèß èìïóëüñà è ýíåðãèè. Ïî ôóíêöèßì, âõîäßùèì â R(·),
ëåãêî íàõîäßòñß îñòàëüíûå âåëè÷èíû, ôèãóðèðóþùèå â óíèâåðñàëüíûõ
ñîîòíîøåíèßõ, òàêèå êàê ãðàäèåíò äåôîðìàöèè, ïëîòíîñòü è ò.ä.
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Ïóñòü Λ(τ)  íåêîòîðàß âåëè÷èíà â ìîìåíò âðåìåíè τ â ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êå ~õ. Ôóíêöèß
Λt(s) = Λ(t− s) (0 < s <∞) (1.94)
íàçûâàåòñß ïðîøëîé èñòîðèåé ýòîé âåëè÷èíû â òî÷êå ~õ. Ðàññìàòðèâàß
ïîäðîáíåå áîëåå ïðîñòóþ êâàçèäèíàìè÷åñêóþ òåîðèþ (äèíàìè÷åñêàß
òåîðèß ñòðîèòñß àíàëîãè÷íî), ñ÷èòàåì, ÷òî òåêóùèå çíà÷åíèß ýíòðîïèè
η(t), âíóòðåííåé ýíåðãèè U(t), íàïðßæåíèß Tij(t), íàïðßæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß ~E(t) è òåïëîâîãî ïîòîêà ~h(t) ßâëßþòñß ôóíêöèî-
íàëàìè ïðîøëûõ èñòîðèé ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè xti,j(s), òåìïåðàòóðû
Θt(s), èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß ~Dt(s) è ôóíêöèßìè òåêóùèõ çíà-
÷åíèé xi,j(t),Θ(t), ~D(t) è ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû gj(t) = ∂Θ
∂xj
. Â ñèëó
îïðåäåëåíèß (1.92) ýòî îòíîñèòñß è ê ôóíêöèè Φ. Ìàòåðèàëû ñ òàêîé
çàâèñèìîñòüþ âåëè÷èí íàçûâàþòñß ïðîñòûìè. Ïåðåõîä ê ìàòåðèàëüíûì
âåëè÷èíàì ïîçâîëßåò ïðåäñòàâèòü íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà-Äþãåìà â âè-
äå (1.93), à ïðåäïîëàãàåìóþ âûøå ôóíêöèîíàëüíóþ ñâßçü ìåæäó âåëè-














































, à äëß îñòàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
âåëè÷èí ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
Λ¯(t) = (Vij(t), Dj(t), Θ(t)). (1.96)
Îñíîâîé èñïîëüçîâàíèß íåðàâåíñòâà (1.93) ßâëßåòñß òðåáîâàíèå î
åãî âûïîëíåíèè äëß ïðîèçâîëüíûõ èñòîðèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
Vij , Dj , Θ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èìåòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèß
ïî âðåìåíè ñêàëßðíîãî ôóíêöèîíàëà Φ. Äëß ìàòåðèàëîâ ñ çàòóõàþ-
ùåé ïàìßòüþ òàêîå ïðàâèëî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [34, 183].
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Åãî îáîáùåíèå íà âßçêîóïðóãèå ñðåäû ñ ïîëßðèçàöèåé è íàìàãíè÷èâà-
íèåì äàíî â ðàáîòå [58]. Ïîâòîðèì îñíîâíûå ìîìåíòû ýòîãî îáîáùåíèß
íà ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñß íåíàìàãíè÷èâàþùèåñß äèýëåêòðè÷å-
ñêèå ìàòåðèàëû.
Ðàññìîòðèì 13-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî A âåêòîðîâ Ω¯ = (Ωkl, Ωk, Ω).
Ïåðâûå äåâßòü ýëåìåíòîâ ýòèõ âåêòîðîâ èíòåðïðåòèðóåì êàê êîìïîíåí-
òû Ωkl íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, îñòàëüíûå 
êàê êîìïîíåíòû Ωk íåêîòîðîãî âåêòîðà è ñêàëßðà Ω ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå A îïðåäåëßþòñß
îáû÷íûì ñïîñîáîì
Ω¯1 · Ω¯2 = Ω1kl Ω2kl +Ω1k Ω2k +Ω1 Ω2, (1.97)∥∥Ω¯∥∥
0
= ( Ω¯ · Ω¯ )1/2. (1.98)
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (1.96) îáðàçóåò â A íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
B, ïîñêîëüêó det[2Vij + δij ] 6= 0 è Θ > 0.









t(s) ), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèß â ïðîñòðàíñòâå A, ñî
ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé
< Γ¯1(s), Γ¯2(s) >=
∞∫
0








Ïðîñòðàíñòâî H ßâëßåòñß ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì [34, 58].
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé èç ôóíêöèîíàëîâ â îïðåäåëßþ-
ùèõ óðàâíåíèßõ (1.95) ßâëßåòñß íåïðåðûâíûì ïî íîðìàì (1.98), (1.101),
à ôóíêöèîíàë Φ óäîâëåòâîðßåò ïðèíöèïó çàòóõàþùåé ïàìßòè, ÷òî
ìàòåìàòè÷åñêè êîíêðåòèçèðóåòñß ââåäåíèåì ôóíêöèè h(s) ñîãëàñíî
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(1.99). Òîãäà ýòîò ôóíêöèîíàë äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå ïî íîðìå


































 ëèíåéíûé ïî Γ¯(s) ôóíêöèîíàë, ñâîé äëß êàæäîãî íà-
áîðà ïåðåìåííûõ (Λ¯t(s); Λ¯(t), ~g
R
(t)) è íåïðåðûâíûé ïî ýòèì ïåðåìåí-
íûì. Êðîìå òîãî, ïóñòü äëß êàæäîé ïðîøëîé èñòîðèè Λ¯t(s) ñóùåñòâó-
þò íåïðåðûâíûå ïî (Λ¯t(s); Λ¯(t), ~g
R
(t)) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ΛΦ =















































Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëû èç (1.103) è äèôôåðåíöèàë Ôðåøå èç



















































(Λ¯t(s) + αΓ¯(s); Λ¯(t), ~g
R
(t) ).





êàê ôóíêöèþ ïàðàìåòðà t, òî íåòðóäíî



































(; |Θ˙t ), (1.106)
ãäå
V˙ tij = −
d
ds










(;) = (V tkl (s), D
t
l (s), Θ
t (s); Vkl (t), Dl (t), Θ(t), gRl (t)). (1.108)























































Ìîæíî ïîêàçàòü [34, 183], ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïðîøëûõ èñòîðè-
ßõ Λ¯t(s) è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèßõ Λ¯(t), ~g
R
(t) âåëè÷èíû V˙ij , D˙j , Θ˙,
g˙
Rj
ìîãóò èçìåíßòüñß ïðîèçâîëüíî. ×òîáû íåðàâåíñòâî (1.109) âûïîë-
íßëîñü äëß ëþáûõ çíà÷åíèé V˙ij , D˙j , Θ˙, g˙Rj , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ îáðàùàëèñü â íóëü, à îñòàâøàßñß ÷àñòü












































∣∣ V˙ tij)− δDj ∞Φs=0(; ∣∣ D˙tj)− δΘ ∞Φs=0(; ∣∣ Θ˙t) . (1.113)
 ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè [58].








ýì + =Φh. (1.114)
Ïðè îäíîðîäíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëßõ (~g
R
= 0 ) èç (1.112) ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî äëß âíóòðåííåé äèññèïàöèè
D
′
ýì ≥ 0. (1.115)
Äëß äèíàìè÷åñêîé òåîðèè èñõîäíûì ßâëßåòñß ïðèâåäåííîå äèññèïà-
òèâíîå íåðàâåíñòâî (1.90). Ïðè ýòîì âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû
ïî ñòðóêòóðå îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé îñòàþòñß â ñèëå, åñëè â ôîðìó-
ëàõ ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû:
t˜ij → tij , Ej → E′j , Dj → Pj , Φ→ ρRΦ,
Λ¯(t) = (Vij(t), Pj , Θ).
(1.116)
Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîé-
ñòâà âßçêîóïðóãèõ íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ,
îáëàäàþùèõ çàòóõàþùåé ïàìßòüþ ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà:
1) ïîâåäåíèå òàêèõ ìàòåðèàëîâ ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß çàäàíèåì















(;) íå çàâèñèò îò ãðàäèåíòà òåì-





3) òåíçîð t˜ij , íàïðßæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß Ej , ýíòðîïèß η
(äëß äèíàìè÷åñêîé òåîðèè tij , E
′
j , η ñîîòâåòñòâåííî) îïðåäåëßþòñß
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ïî ôóíêöèîíàëó Φ ñîîòíîøåíèßìè (1.111) (â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè â
(1.111) íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíû (1.116)) è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå
íå çàâèñßò îò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû;





( Λ¯t(s); Λ¯(t), ~g
R
) óäîâëåòâîðßåò
îáîáùåííîìó äèññèïàòèâíîìó íåðàâåíñòâó (1.112);
5) ïðè îäíîðîäíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëßõ (~g
R
= 0) âíóòðåííßß äèñ-
ñèïàöèß íå îòðèöàòåëüíà.
Ê àíàëîãè÷íûì âûâîäàì ïðèõîäèì è ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì äðóãèõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, îòëè÷àþùèõ-
ñß îò (1.96). Òàê, ïðåäïîëàãàß, ÷òî Λ¯(t) = (Vij(t), Ej(t), Θ(t) ) è ââîäß
â ïðèâåäåííîå äèññèïàòèâíîå íåðàâåíñòâî (1.91) âìåñòî ôóíêöèè (1.92)
ôóíêöèþ
Φ = u− ρ
R
Θη − EjDj , (1.117)
ïîëó÷àåì
t˜ij V˙ij −DjE˙j − ρRηΘ˙− Φ˙−
1
Θ
Θ,jhRj ≥ 0. (1.118)




















































à â îáîçíà÷åíèè (1.108) íåîáõîäèìî çàìåíèòü Dtl (s) íà Etl (s) è Dl(t) íà
El(t).
Îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß (1.111) èëè (1.119) è ñîîòâåòñòâóþùèå îïðå-
äåëßþùèå óðàâíåíèß äëß äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïðè çàäàííûõ íà îñíîâå










ðßþùèõ íåðàâåíñòâó (1.112), çàìûêàþò ñèñòåìû óíèâåðñàëüíûõ ñîîòíî-
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øåíèé, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, è ïîçâîëßþò ïåðåéòè
ê ïîñòàíîâêå êîíêðåòíûõ çàäà÷ òåðìîýëåêòðîìåõàíèêè.











ßâëßþùèõñß äîñòàòî÷íûìè äëß óäîâëåòâîðåíèß íåðàâåíñòâà (1.112), íî
äåëàþùèõ èñïîëüçóåìóþ ôîðìóëèðîâêó âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè
áîëåå ñèëüíîé. Ñâßçü ìåæäó âåêòîðîì òåïëîâîãî ïîòîêà è ãðàäèåíòîì








êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðßòü âòîðîìó óñëîâèþ (1.121). Â ÷àñòíîñòè,
ñ äîñòàòî÷íîé äëß ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ ìîæíî îãðàíè÷èòüñß çàêîíîì
òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå, ïðè êîòîðîì âòîðîå èç óñëîâèé (1.121) óäî-
âëåòâîðßåòñß àâòîìàòè÷åñêè.
Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïðè êîíêðåòèçàöèè
îïðåäåëßþùèõ ñîîòíîøåíèé ßâëßåòñß âûáîð âûðàæåíèß äëß ôóíêöè-
îíàëà Φ, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè âíóòðåííåé
äèññèïàöèè (1.121). Òàêîé âûáîð ìîæåò áûòü ñäåëàí òîëüêî íà îñíî-
âå àíàëèçà âñåé íàêîïëåííîé äëß ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ
ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè ìàòåðèàëà
ïðè ðàçëè÷íûõ èñòîðèßõ òåìïåðàòóðû, äåôîðìàöèè, èíäóêöèè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëß èëè äðóãîãî íàáîðà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìàëüíî ãèïîòåçà î çàòóõàþùåé ïàìßòè ïîçâîëßåò ïðåäñòàâèòü
ôóíêöèîíàë Φ â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè [58,
190]. Èñïîëüçóß îïèñàííûé âûøå àïïàðàò, ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìàëü-
íûå íåëèíåéíûå òåîðèè òåðìîýëåêòðîìåõàíèêè ñ ó÷åòîì ñâßçàííîñòè
ìåõàíè÷åñêèõ, òåïëîâûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Îäíàêî ïðè ñóùå-
ñòâåííîé íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò èñòîðèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
â óïîìßíóòûõ îáîáùåííûõ ðßäàõ íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ÷ëåíîâ. Ïðîãðàììà îïðåäåëåíèß ßäåð ýòèõ ðßäîâ ÷ðåçâû÷àéíî
ãðîìîçäêà è â íàñòîßùåå âðåìß òðóäíîðåàëèçóåìà. Êðîìå òîãî, îêàçûâà-
åòñß [187], ÷òî ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèß ßäåð ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê ïîãðåøíîñòßì ýêñïåðèìåíòîâ. Ïîýòîìó ïðè
ïîñòðîåíèè òåîðèè òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè â îáùåì ñëó÷àå íàèáî-
ëåå ïðèåìëåìûì êàæåòñß ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ìîíîãðàôèßõ [58, 76]
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è îñíîâàííûé íà ðàçëè÷íîãî ðîäà îáîáùåíèßõ èçâåñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ
è òåðìîìåõàíè÷åñêèõ òåîðèé â ñî÷åòàíèè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ãèïîòåçà-
ìè îòíîñèòåëüíî âçàèìîäåéñòâèß òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé ñ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûìè. Òàê, ïîñòðîåííûå â [58, 76] êîíå÷íàß ëèíåéíàß è ãëàâíàß
òåîðèè îáîáùåííûõ òåðìîëîãè÷åñêè ïðîñòûõ âßçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ
ñ ïîëßðèçàöèåé è íàìàãíè÷èâàíèåì (ïîä òàêèìè ìàòåðèàëàìè ïîíèìà-
þòñß ìàòåðèàëû, äîïóñêàþùèå ââåäåíèå ïðèâåäåííîãî âðåìåíè [58, 76])
ßâëßþòñß îáîáùåíèåì ìåõàíè÷åñêèõ êîíå÷íîé ëèíåéíîé [76, 182] è ãëàâ-
íîé [45, 76] òåîðèé è âêëþ÷àþò ïîñëåäíèå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ñîãëàñíî
[58], äëß êîíå÷íîé ëèíåéíîé êâàçèäèíàìè÷åñêîé òåîðèè íåíàìàãíè÷è-
âàþùèõñß âßçêîóïðóãèõ äèýëåêòðèêîâ ôóíêöèîíàë Φ ïðåäñòàâëßåòñß â
âèäå





ijkl ∗ Vdij ∗ Vdkl + M (2)kij ∗Ddk ∗ Vdij +





ij ∗Ddi ∗ Vdj + (1.123)
+M (5)i ∗Ddi ∗Θd +
1
2
M (6) ∗Θd ∗Θd,
ãäå Λ¯d(s) = (Vdij (s), Ddj (s), Θd(s) ) = Λ¯(t − s) − Λ¯(t)  ðàçíîñòíûå
èñòîðèè, à





M (i) ( τ1, τ2; Λ¯(t) )f1(t− τ1) f2(t− τ2) dτ1dτ2.








N ( Γ¯ ) dτ, (1.124)
ãäå Γ¯ = ( Λ¯d(τ), Λ(t), t− τ ).
Äàëüíåéøàß êîíêðåòèçàöèß ôóíêöèîíàëîâ (1.123), (1.124) ñâßçàíà ñ
âûáîðîì êîíêðåòíûõ âûðàæåíèé äëß ôèãóðèðóþùèõ â íèõ ôóíêöèé
M (i), Φ∞, N . Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíßòüñß òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëü-
íîñòè âíóòðåííåé äèññèïàöèè (1.113). Äëß êîíå÷íîé ëèíåéíîé è ãëàâ-
íîé äèíàìè÷åñêèõ òåîðèé âûðàæåíèß äëß ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé (1.123), (1.124) ñ ó÷åòîì
Λ¯(t) = (Vij(t), Pj , Θ).
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà Êëàóçèóñà-
Äþãåìà â êà÷åñòâå âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè ïðèâîäèò ê íåîäíî-
çíà÷íîñòè â îïðåäåëåíèè äèññèïàöèè èëè ýíòðîïèè [188, 214]. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë Φˆ è ôóíêöèîíàë âåêòîðà
òåïëîâîãî ïîòîêà hˆ
Rj
. Ïî ôîðìóëàì (1.111), (1.113) íàõîäèì
ˆ˜tij = ∂Vij Φˆ, Eˆj = ∂Dj Φˆ,
ρ
R
ηˆ = −∂ΘΦˆ, Dˆ
′
ýì = −δV Φˆ− δD Φˆ− δΘΦˆ.
(1.125)
Çäåñü äëß óäîáñòâà ââåäåíà ñîêðàùåííàß çàïèñü ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ è ïðîèçâîäíûõ Ôðåøå.
Ïîäñòàâëßß (1.125) â óðàâíåíèå èìïóëüñà (1.86), ýíåðãèè (1.114),
ýëåêòðîäèíàìèêè (1.78), ãäå íåîáõîäèìî îïóñòèòü øòðèõè, è èñïîëü-
çóß êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß (1.81), îïðåäåëßþùåå óðàâíåíèå äëß
âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà, íàïðèìåð, âèäà (1.122), äîïîëíèòåëüíûå ñî-
îòíîøåíèß (1.88), ñîîòíîøåíèß, ñâßçûâàþùèå âåëè÷èíû â àêòóàëüíîì è
ìàòåðèàëüíîì îïèñàíèè (1.34), è ñîîòíîøåíèå (1.84), ïîëó÷àåì çàìêíó-
òóþ ñèñòåìó äåñßòè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî äåñßòè íåèçâåñòíûõ: òð¼õ ôóíêöèé xi = xi(õj , t), îïðåäåëßþùèõ
çàêîí äâèæåíèß; òð¼õ ñîñòàâëßþùèõ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè
Dj = Dj(õj , t); òåìïåðàòóðû Θ = Θ(õj , t) è òð¼õ ñîñòàâëßþùèõ âåê-






(V tij (s), D
t
j (s)), (1.126)
ãäå f  íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ïðîøëûõ èñòîðèé äåôîðìàöèé è èí-














ýì +Θf˙ , f˙ = δV f + δD f.
(1.127)
Ïîäñòàíîâêà (1.127) â óðàâíåíèß èìïóëüñà (1.86), ýíåðãèè (1.114),
ýëåêòðîäèíàìèêè (1.78) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå óðàâíåíèé, ÷òî è âû-
øå, ïðèâîäèò ê òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé, ÷òî è ôóíêöèîíàë Φˆ. Èç
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(1.82), (1.87) âèäíî, ÷òî íå èçìåíßòñß è ãðàíè÷íûå óñëîâèß. Òî æå îòíî-
ñèòñß è ê íà÷àëüíûì óñëîâèßì. Áóäåò óäîâëåòâîðßòüñß è íåðàâåíñòâî
(1.112), åñëè, ñêàæåì, f˙ ≥ 0.





(V tij (s), D
t
j (s)) ïðèâîäßò ê îäíèì è òåì æå âûðàæåíèßì äëß
t˜ij , Ej
t˜ij = ∂Vij Φˆ, Ej = ∂Dj Φˆ, (1.128)
íî ðàçëè÷íûì ñêîðîñòßì äèññèïàöèè
D
′
ýì1 = −δV Φˆ− δD Φˆ ≥ 0, D
′
ýì2 = −δV Φˆ− δD Φˆ + f˙ , (1.129)







Ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè äèññèïàöèè ìîæíî óñòðàíèòü,
çàäàâ âûðàæåíèå äëß ñêîðîñòè äèññèïàöèè [43, 214].
Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî îïðå-
äåëèòü äèññèïàöèþ ïî èçâåñòíûì óðàâíåíèßì äëß t˜ij è Ej , ñêàæåì,
íàéäåííûì â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòè óðàâíåíèß è óðàâíåíèå äëß
ñêîðîñòè äèññèïàöèè D
′
ýì õàðàêòåðèçóþò ðàçëè÷íûå ñòîðîíû ïîâåäå-
íèß ìàòåðèàëà è ïîýòîìó äîëæíû îïðåäåëßòüñß èëè çàäàâàòüñß íåçàâè-
ñèìî [44, 138].
Íàçîâ¼ì âßçêîóïðóãèå äèýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû, ïîçâîëßþùèå
äëß íåêîòîðîãî òèïà èñòîðèé âûðàçèòü äèññèïàòèâíûå ïàðàìåòðû ÷å-
ðåç ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå, ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè äåòåðìèíèðî-
âàííûìè (ÝÌÄ) îòíîñèòåëüíî äàííîãî òèïà èñòîðèé ïî àíàëîãèè ñ ìå-
õàíè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàííûìè âßçêîóïðóãèìè ìàòåðèàëàìè â òåðìî-
ìåõàíèêå [77]. Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòåðèàëû, äåòåðìèíèðîâàííûå îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîëüíûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ èñòîðèé, íàçîâ¼ì àáñîëþòíî
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàííûìè (ÀÝÌÄ). Ê ÷èñëó ÀÝÌÄ-
ìàòåðèàëîâ ïðèíàäëåæàò, íàïðèìåð, ìàòåðèàëû, îïèñûâàåìûå ðàññìîò-
ðåííîé âûøå ãëàâíîé òåîðèåé.
Ïîíßòíî, ÷òî â îñíîâå ìåõàíè÷åñêîé èëè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé äå-
òåðìèíèðîâàííîñòè âñåãäà ëåæàò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèß íà ñòðóêòó-
ðó òåîðèè, ïîäîáíî, ñêàæåì, îãðàíè÷åíèßì, íàêëàäûâàåìûì íà îáùóþ
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íåëèíåéíóþ òåîðèþ ïðè ïîñòðîåíèè ãëàâíîé òåîðèè [45, 58]. Àíàëèç
òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèé äëß íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ òåîðèé âßçêîóïðó-
ãîñòè ïðîâåäåí â ðàáîòå [77].
Ìû æå îòìåòèì òîëüêî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêóþ äåòåðìèíèðîâàííîñòü
â ñðåäíåì çà ïåðèîä ïðîèçâîëüíîé âßçêîóïðóãîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðå-
äû îòíîñèòåëüíî èçîòåðìè÷åñêèõ öèêëè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîíèìàß ïîä
ïîñëåäíèìè ïðîöåññû, ïðè êîòîðûõ èñòîðèè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí ßâëßþòñß ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèßìè âðåìåíè ñ îáùèì ïåðèî-




ýì = t˜ij V˙ij + EjD˙j − ρRηΘ˙− Φ˙ (1.131)
è óñðåäíßß (1.131) çà ïåðèîä ñ ó÷åòîì Θ = const, ïîëó÷àåì
< D
′
ýì >=< t˜ij V˙ij + EjD˙j >, (1.132)
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå








ýì >=< tij V˙ij + E
′
jP˙j > . (1.134)
 4. Ñîîòíîøåíèß èíôèíèòåçèìàëüíîé òåîðèè òåðìîýëåê-
òðîâßçêîóïðóãîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë
Íà÷èíàß ñ ýòîãî ïàðàãðàôà, ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèß áóäóò ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû êàê êëàññ íåíàìàãíè÷èâàþùèõñß äèýëåêòðè-
êîâ, äëß êîòîðûõ ñâßçàííîñòü ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé
îñîáåííî îùóòèìà, â ÷àñòíîñòè, ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû, íàëè-
÷èå âßçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ó êîòîðûõ ïîäòâåðæäàåòñß ýêñïåðèìåíòàëü-
íî [136, 169]. Àêòóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ ïðèìåíèòåëüíî
ê ïîëèìåðíûì ïüåçîìàòåðèàëàì [45] íåîñïîðèìà.
Âàæíåéøåé òåõíîëîãè÷åñêîé îïåðàöèåé èçãîòîâëåíèß ïüåçîêåðàìè-
êè ßâëßåòñß ïîëßðèçàöèß â ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [173], ñîïðîâî-
æäàþùàßñß, êàê ïðàâèëî, íåáîëüøèì óäëèíåíèåì ïîëßðèçóþùåãîñß òå-
ëà â íàïðàâëåíèè ýòîãî ïîëß è âîçíèêíîâåíèåì íà÷àëüíûõ íàïðßæåíèé,
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îáóñëîâëåííûõ íåîäíîðîäíîñòüþ ïîëßðèçàöèè è îñëàáåâàþùèõ çàòåì â
ïðîöåññå ñòàðåíèß ïüåçîêåðàìèêè [20]. Ïîëßðèçàöèß ìàòåðèàëà, âîçíèê-
øàß ïðè íàëîæåíèè ñèëüíîãî ïîëß, îñòà¼òñß è ïîñëå åãî ñíßòèß. Â òî
æå âðåìß ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå ïåðâîíà÷àëüíî ñîõðàíßåòñß êàê
âíóòðè òåëà òàê è âíå åãî, ñî âðåìåíåì êîìïåíñèðóåòñß ýëåêòðè÷åñêèìè
çàðßäàìè èç îêðóæàþùåé ñðåäû è èñ÷åçàåò. Â ðåçóëüòàòå îñòàòî÷íîé ïî-
ëßðèçàöèè ìàòåðèàë ñòàíîâèòñß ïüåçîàêòèâíûì ïðè íàëîæåíèè ñëàáûõ
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé.
Â ïðèíöèïå, ñîñòîßíèå ñ îñòàòî÷íûìè ïîëßðèçàöèåé è äåôîðìàöèß-
ìè, âîçíèêàþùåå âñëåäñòâèå íàëîæåíèß ñèëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß,
ìîæíî ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèß ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ. Â
äàëüíåéøåì ýòî ñîñòîßíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íîãî ïðè ïîñòðîåíèè êàê ëèíåéíîé, òàê è ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ñëîæíî-
ñòè íåëèíåéíûõ òåîðèé íàëîæåíèß ñëàáûõ òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ
ïîëåé íà óñòàíîâèâøååñß êîíå÷íîå [51, 58, 130]. Â ìîíîãðàôèè [58] îïè-
ñàíà êâàäðàòè÷íàß òåîðèß íàëîæåíèß è âûòåêàþùàß èç íå¼ ëèíåéíàß
òåîðèß, èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî èçîòðîï-
íàß êåðàìè÷åñêàß ñðåäà ïîñëå ïîëßðèçàöèè â ñèëüíîì ïîëå ñòàíîâèò-
ñß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñ ïëîñêîñòüþ èçîòðîïèè, ïåðïåíäèêóëßð-
íîé íàïðàâëåíèþ ïîëßðèçóþùåãî ïîëß, è õàðàêòåðèñòèêàìè, çàâèñßùè-
ìè îò îñòàòî÷íûõ ïîëßðèçàöèè è äåôîðìàöèé.
Â äàëüíåéøåì, ãîâîðß î ïüåçîêåðàìè÷åñêîì ìàòåðèàëå, âñåãäà áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü ìàòåðèàë, ïðîøåäøèé ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé ïîëßðèçà-
öèè è äî ìîìåíòà ïåðâîãî íàãðóæåíèß ïðîöåññ åñòåñòâåííîãî ñòàðåíèß.
Ñîñòîßíèå ìàòåðèàëà âñëåäñòâèå ñòàðåíèß, õàðàêòåðèçóþùååñß îòíî-
ñèòåëüíîé ñòàáèëüíîñòüþ ñâîéñòâ âî âðåìåíè, íàçîâ¼ì åñòåñòâåííûì.
Ñ÷èòàåì, ÷òî â åñòåñòâåííîì ñîñòîßíèè â ìàòåðèàëå îòñóòñòâóþò äåôîð-
ìàöèè, íàïðßæåíèß è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Âñå èçìåíåíèß â ñâîéñòâàõ
ìàòåðèàëà ïðè åãî ïîñëåäóþùèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ íà-
ãðóæåíèßõ èçìåðßþòñß ïî îòíîøåíèþ ê ñâîéñòâàì åñòåñòâåííîãî ñîñòî-
ßíèß. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòåðèàë íà÷èíàåò ïîìíèòü î ñâîåì ïðîøëîì
ñ ìîìåíòà ïåðâîãî âîçìóùåíèß åãî åñòåñòâåííîãî ñîñòîßíèß.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîëßðèçîâàííûå êåðàìèêè (ïüåçîêåðàìèêè) ßâëßþò-
ñß õðóïêèìè ìàòåðèàëàìè. Èõ ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèßõ, ðåäêî ïðåâûøàþùèõ 1/1000 [173].
Ýòî ïîçâîëßåò ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïèñûâàòü êèíåìàòèêó ïüå-
çîêåðàìè÷åñêîé ñðåäû ëèíåéíûì òåíçîðîì äåôîðìàöèé.
Â ñâßçè ñî ñêàçàííûì, ñ÷èòàåì äåôîðìàöèè áåñêîíå÷íî ìàëûìè.
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Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñêîðîñòè èçìåíåíèß ñâßçàííûõ ýëåêòðè-
÷åñêîãî è ìåõàíè÷åñêîãî ïîëåé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà
íàñòîëüêî, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìàãíèòíûì ïîëåì, îáóñëîâëåííûì ïå-
ðåìåííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, è èñïîëüçîâàòü êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðè-
áëèæåíèå äëß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß [11]. Îöåíêà òî÷íîñòè òàêîãî ïðè-
áëèæåíèß ïðèâåäåíà, íàïðèìåð, â ðàáîòå [27].
Âñëåäñòâèå ïåðâîãî ïðåäïîëîæåíèß íå äåëàåì ðàçëè÷èß ìåæäó îò-









Pi = Pi; Di = Di; Ei = Ei.
(1.135)
Â ñèëó âòîðîãî ïðåäïîëîæåíèß, ñâßçàííîãî ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñêî-
ðîñòè, èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèé êâàçèäèíàìè÷åñêîé òåîðèè, â êîòîðûõ
ïîëîæèì
t˜ij = Tij +DiEj − 12ε0EkEkδij = σij (1.136)
è îïóñòèì âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ìàãíèòíûå ïåðåìåííûå.
Â ðåçóëüòàòå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì:
óðàâíåíèß ñîõðàíåíèß èìïóëüñà (óðàâíåíèß äâèæåíèß)
σij,i + ρbj = ρ u¨j ; (1.137)
óðàâíåíèß ýëåêòðîñòàòèêè
Dj,j = 0, Ej = −ϕ,j , (1.138)
ãäå ϕ  ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ââåäåíèå êîòîðîãî ïîçâîëßåò àâòîìà-
òè÷åñêè óäîâëåòâîðèòü âòîðîìó èç óðàâíåíèé (1.78) ( B˙i = 0 );
ïåðâûé è âòîðîé çàêîíû òåðìîäèíàìèêè
u˙ = σij ε˙ij + EjD˙j − hj,j +Φh,
ρΘη˙ + hj,j − hjΘ,jΘ − Φh ≥ 0,
(1.139)
ãäå u = ρU +
1
2
ε0EkEk  ïîëíàß ýíåðãèß â åäèíèöå îáú¼ìà.
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Ââîäß ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ Φ = u − ρΘη è èñêëþ÷àß èç (1.139) Φh
(èëè ñðàçó æå èç (1.93)), ïîëó÷àåì ïðèâåäåííîå äèññèïàòèâíîå íåðàâåí-
ñòâî
σij ε˙ij + EjD˙j − ρηΘ˙− Φ˙− 1ΘhjΘ,j ≥ 0, (1.140)
êîòîðîå áóäåò óäîâëåòâîðßòüñß, åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèß îáîáùåí-
íîãî íåðàâåíñòâà Ïëàíêà è íåðàâåíñòâà Ôóðüå [163]
−Φ˙− ρηΘ˙ + σij ε˙ij + EjD˙j = D′ýì ≥ 0, (1.141)
hjΘ,j ≤ 0. (1.142)
Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè ïåðåïèøåì â âèäå
ρc
T
Θ˙ = −hj,j +D′ýì +Φh + Y0
(





 óäåëüíàß òåïëî¼ìêîñòü íà åäèíèöó ìàññû.
Ïðåäñòàâëåííàß â 3 ñòðóêòóðà îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé îñòà¼òñß
â ñèëå ñ ó÷åòîì çàìåíû t˜ij → σij , Vij → εij :
σij = ∂εijΦ, Ej = ∂DjΦ, ρη = −∂ΘΦ,
D
′
ýì = −δεΦ− δDΦ− δΘΦ.
(1.144)
Âèä ôóíêöèîíàëîâ äëß σij , Ej , ρη êîíêðåòèçèðóåòñß âûáîðîì íåçà-
âèñßùåãî îò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ñêàëßðíîãî ôóíêöèîíàëà Φ, óäî-
âëåòâîðßþùåãî íåðàâåíñòâó
−δεΦ− δDΦ− δΘΦ ≥ 0. (1.145)
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèß ìîæíî çàïèñàòü äëß äðóãèõ íàáîðîâ íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Èç (1.119), (1.120), íàïðèìåð, áóäåì èìåòü
σij = ∂εijΦ, Dj = −∂EjΦ, ρη = −∂ΘΦ,
D
′
ýì = −δεΦ− δEΦ− δΘΦ,
(1.146)
ãäå âåëè÷èíà Φ, îïðåäåëßåìàß ðàâåíñòâîì (1.117), ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
ôóíêöèîíàë ïðîøëûõ èñòîðèé è ôóíêöèþ òåêóùèõ çíà÷åíèé âåëè÷èí
εij , Ej , Θ.
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Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñß ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
äëß òåïëîâîãî ïîòîêà â ôîðìå çàêîíà Ôóðüå
hi = −λijΘ,j , (1.147)
ãäå λijõiõj ≥ 0 äëß ïðîèçâîëüíûõ õj ( i, j = 1, 2, 3 ). Òîãäà íåðàâåíñòâî
(1.142) óäîâëåòâîðßåòñß àâòîìàòè÷åñêè.
Âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé ïîëßðèçàöèè íàõîäèòñß ïî ôîðìóëå
Pj = Dj − ε0Ej . (1.148)
Íà ïîâåðõíîñòßõ ðàçðûâà è, â ÷àñòíîñòè, íà ãðàíèöå òåëà äîëæíû
âûïîëíßòüñß ðàâåíñòâà
‖σij‖ni = 0; ‖Dj‖nj = σïîâ ; εijknj ‖Ek‖ = 0;
‖hj‖nj = 0,
(1.149)
èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåò èçâåñòíûì ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà äëß âíåøíåé ñðåäû. Ïîä âíåøíåé ñðåäîé ïîäðàçóìåâàåòñß
äèýëåêòðè÷åñêàß ñðåäà, íàïðèìåð, âîçäóõ. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âî âíåø-
íåé ñðåäå áóäåì ñ÷èòàòü êâàçèñòàòè÷åñêèì, óäîâëåòâîðßþùèì óðàâíå-
íèßì (1.138). Ýòî ïîçâîëßåò çàìåíèòü òðåòüå èç óñëîâèé (1.149), âûðà-
æàþùåå íåïðåðûâíîñòü êàñàòåëüíîé ñîñòàâëßþùåé âåêòîðà íàïðßæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß, óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà [27]
‖ϕ‖ = 0. (1.150)
Åñëè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä íåò ñâîáîäíûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ çàðßäîâ (σïîâ = 0), íîðìàëüíàß ñîñòàâëßþùàß âåêòîðà
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè íà íåé íåïðåðûâíà [27]
‖Dj‖nj = 0. (1.151)
Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèß çà-
âèñßò îò ñïîñîáà ïîäâîäà (ñúåìà) ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ê òåëó. Ôîð-
ìóëèðîâêè íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëß
ýëåêòðè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äàíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [27] è áóäóò èñ-
ïîëüçîâàòüñß â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.
 4. Ñîîòíîøåíèß èíôèíèòåçèìàëüíîé òåîðèè... 77



















k nj , (1.152)
ãäå t(ì)j - âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ óñèëèé, à t
(ý)
j  âåêòîð, õàðàêòåðèçóþ-
ùèé âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E(ñ)j , D
(ñ)
j âíåøíåé ñðåäû,
êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñß êàê âíåøíåå ïîëå ðàññåèâàíèß.
Íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà ìîãóò çàäàâàòüñß ïåðåìåùåíèß
uj = uˆj . (1.153)
Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèß äëß òåïëîâîãî ïîòîêà èñïîëüçóåì â






ãäå αò  êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è íà ïîâåðõíîñòè òåëà, Θ(ñ)  òåìïå-
ðàòóðà âíåøíåé ñðåäû.
Ê ïðèâåäåííûì âûøå ãðàíè÷íûì óñëîâèßì íåîáõîäèìî äîáàâèòü íà-

















Íà÷àëüíûå óñëîâèß äëß ýëåêòðè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ðàìêàõ ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèß óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êàê â íàøåì ñëó-
÷àå, íå ñòàâßòñß [27], ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î ìãíîâåííîì
èçìåíåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß.
Ïðåäñòàâëåííûå âûøå óðàâíåíèß äâèæåíèß (èìïóëüñà) (1.137), ýëåê-
òðîñòàòèêè (1.138), ýíåðãèè (1.143), ñîîòíîøåíèß Êîøè â (1.135), îïðå-
äåëßþùèå óðàâíåíèß (1.144) èëè (1.146), óðàâíåíèå äëß òåïëîâîãî ïî-
òîêà (1.147), ãðàíè÷íûå óñëîâèß (1.149)  (1.154), íà÷àëüíûå óñëîâèß
(1.155) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëß îïðåäåëåíèß ñâß-
çàííûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé ïðè óñëîâèè, ÷òî äëß
âíåøíåé ñðåäû èçâåñòíû ðåøåíèß óðàâíåíèé ýëåêòðîñòàòèêè (1.138).
Åñëè ðàññåèâàíèåì ýíåðãèè âî âíåøíþþ ñðåäó ïðåíåáðå÷ü, ÷òî, â ÷àñò-
íîñòè, ìîæíî ñäåëàòü, åñëè äèýëåêòðè÷åñêàß ïðîíèöàåìîñòü ïîñëåä-
íåé ñóùåñòâåííî íèæå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïüåçîýëåêòðèêà
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[27], òî ñèñòåìà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óðàâíåíèé çàìûêàåòñß òîëüêî íà
âíóòðåííåì îáú¼ìå òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå èç óñëîâèé (1.149) è åãî
÷àñòíûé âèä (1.151) çàìåíßþòñß ïðèáëèæåííûìè ðàâåíñòâàìè [27]
Djnj ≈ −σïîâ, Djnj ≈ 0, (1.156)
ãäå Dj  ýëåêòðè÷åñêàß èíäóêöèß â ïüåçîýëåêòðèêå, à âåêòîð t
(ý)
j â
ãðàíè÷íîì óñëîâèè (1.152) îòáðàñûâàåòñß.
Îöåíêà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ðàññåèâàíèß äëß àêóñòè÷åñêîé îá-
ëàñòè êîëåáàíèé ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ òåë äàíà â ðàáîòàõ [36, 168].
 5. Ïðèáëèæ¼ííàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è òåðìîýëåêòðîâßçêî-
óïðóãîñòè ïðè öèêëè÷åñêèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñàõ
Íàëè÷èå âíóòðåííèõ ïîòåðü è äèññèïàöèè â íåóïðóãèõ òåëàõ ïðè-
âîäèò ïðè âíåøíåì ìîíîãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè ê áûñòðîìó çàòó-
õàíèþ âûñøèõ ãàðìîíèê è óñòàíîâëåíèþ äëß âñåõ òî÷åê îáú¼ìà òå-
ëà ðåæèìà êîëåáàíèé, áëèçêîãî ê îäíî÷àñòîòíîìó ðåæèìó ñ ÷àñòîòîé,
ðàâíîé ÷àñòîòå íàãðóæåíèß ω. Ñêàçàííîå, åñòåñòâåííî, îòíîñèòñß è ê
íåóïðóãèì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì òåëàì. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àè ñóá- è ñó-
ïåðãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ íàìè íå ðàññìàòðèâàþòñß.
5.1 Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà äàíîãî ïàðàãðà-
ôà, îñòàíîâèìñß, ñëåäóß ðàáîòå [85], íà ïðîñòåéøåé ìîäåëüíîé çàäà÷å
î âûíóæäåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèßõ ïàññèâíîãî (íåïüåçîàêòèâíî-
ãî) âßçêîóïðóãîãî ñòåðæíß è íà å¼ ïðèìåðå îöåíèì ñòåïåíü òî÷íîñòè, ñ
êîòîðîé âûäåðæèâàåòñß îäíî÷àñòîòíûé ðåæèì êîëåáàíèé, â ÷àñòíîñòè,
ðåçîíàíñíûé ðåæèì.
Âîñïîëüçóåìñß èíòåãðàëüíîé ôîðìîé óðàâíåíèß ñîñòîßíèß ñ êóáè-
÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ìãíîâåííîé óïðóãîñòè è ïðîñòåéøèì ßäðîì
â âèäå ýêñïîíåíòû. Áóäåì ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà
îò òåìïåðàòóðû, ïîâûøàþùåéñß âñëåäñòâèå äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà.
Êîëåáàíèß è äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ èññëåäóåì â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû
îñíîâíîãî ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà ñòåðæíß ñ ó÷åòîì òðåòüåé ãàðìîíèêè.
Ïðîâåä¼ì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè â ðàì-
êàõ îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß êîëåáàíèé.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âîñïîëüçóåìñß èòåðàöèîííûì ÷èñëåííûì àëãî-
ðèòìîì, áàçèðóþùèìñß íà ìåòîäàõ êâàçèëèíåàðèçàöèè [129] è äèñêðåò-
íîé îðòîãîíàëèçàöèè [22].
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àëãîðèòì ðåøåíèß. Èñõîäíûìè ìåõàíè-




= ρu¨; ε =
du
dx
; ε = S(1 + ασ2) · σ +
∞∫
0
K(τ)σ(t− τ)dτ . (1.157)
Çäåñü σ, ε  ìåõàíè÷åñêîå íàïðßæåíèå è äåôîðìàöèß; u  ïåðåìå-
ùåíèå; α  êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè; ρ, S, K(τ)  õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëà.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñß òîëüêî ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèß. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå âåëè÷èíû u, σ, ε ïðåäñòàâëßþòñß â âèäå
q = q′1 cosωt− q′′1 sinωt+ q′3 cos 3ωt− q′′3 sin 3ωt. (1.158)
Ïðèìåíßß ê óðàâíåíèßì (1.157) îáû÷íóþ ïðîöåäóðó ãàðìîíè÷åñêîãî
áàëàíñà ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (1.158) è ââîäß îáîçíà÷åíèß
y1 = u′1; y2 = u
′′
1 ; y3 = σ
′
1; y4 = σ
′′
1 ;
y5 = u′3; y6 = u
′′
3 ; y7 = σ
′




ñâîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.157) ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû âîñü-
ìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
dyi
dx
= fi(y1, ..., y8, ω, T ) (i = 1÷ 8). (1.160)
Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ßâëßþòñß ôóíê-
öèßìè òåìïåðàòóðû T , ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñß òåìïåðàòóðà äèññèïà-
òèâíîãî ðàçîãðåâà, óñðåäíåííàß çà ïåðèîä 2pi/ω è ïî ïîïåðå÷íîìó ñå-
÷åíèþ ñòåðæíß. Óðàâíåíèå äëß åå íàõîæäåíèß â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ
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K(z) sin 3ωzdz; P, F  ïåðèìåòð è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèß ñòåðæíß; αò  êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è; Tñ  òåìïåðàòóðà îêðó-
æàþùåé ñðåäû; λ  êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Îáúåäèíßß (1.160), (1.161) ñ ó÷åòîì (1.162), ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ
íåëèíåéíóþ ñèñòåìó èç äåñßòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé yi, T è T1, äëß îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèß êî-
òîðîé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òå èëè èíûå ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèß, íàïðèìåð:






3 = 0; λT1 = αò(T − Tñ),






3 = 0; λT1 = −αò(T − Tñ), (1.163)
ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíè÷åñêîìó âîçáóæäåíèþ êîëåáàíèé ñòåðæíß ñ
çàäàííîé àìïëèòóäîé ïåðåìåùåíèß A0 íà åãî ëåâîì êîíöå x = 0 è ïðè
ñâîáîäíîì ïðàâîì êîíöå x = l, à òàêæå ïðè óñëîâèè êîíâåêòèâíîãî
òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé.
Ïðèìåíßß ê (1.160), (1.161), (1.162) ïðîöåäóðó êâàçèëèíåàðèçàöèè










aij · n+1yi +
n
bi (i = 1÷ 10, n = 0, 1, 2, ...), (1.164)
ãäå y9 = T , y10 = T1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèß (1.163) äëß êàæäîé èòåðàöèè
ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
n+1






y6 (0) = 0;
λ
n+1













y8 (l) = 0;
λ
n+1











bi ñèñòåìû (1.164) èç-çà ãðî-
ìîçäêîñòè íå ïðèâîäèì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî íåíóëåâûå èç ýòèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ îïðåäåëßþòñß ïî ðåøåíèßì ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåíèß. Íà
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ïåðâîé èòåðàöèè ðåøàåòñß çàäà÷à äëß ôèçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà,
êîãäà â (1.157) α = 0.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è (1.164), (1.165) ìåòîäîì äèñ-
êðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè èñïîëüçîâàëèñü ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû èç
ðàáîòû [24].
Â ñëó÷àå îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß êîëåáàíèé â (1.158) íåîáõî-
äèìî ïîëîæèòü q′3 = q′′3 = 0 è ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå óïðîùåíèß â
îñòàëüíûõ ñîîòíîøåíèßõ. Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â (1.164)
ñîêðàùàåòñß äî øåñòè.
Èñõîäíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ìãíîâåííàß ìåõàíè-
÷åñêàß ïîäàòëèâîñòü S è ßäðî K èç (1.157) âûáèðàëèñü â âèäå
S = S0(1 + β1T ), K(τ, T ) = K0(τ)(1 + β2T ), K0(τ) = Ce−aτ .







Â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîñòè è èçîòåðìè÷íîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà
âûáîð ßäðà â âèäå ýêñïîíåíòû ðàâíîñèëåí, êàê èçâåñòíî, èñïîëüçîâà-
íèþ ìîäåëè âßçêîóïðóãîãî òåëà Êåëüâèíà. Ïàðàìåòð η0 â ýòîì ñëó÷àå
õàðàêòåðèçóåò âßçêîñòü è ñâßçàí ñ òàíãåíñîì óãëà ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü
δ0 ïðèáëèæåííûì ðàâåíñòâîì η0 =
2δ0
ω · S0 ïðè óñëîâèè, ÷òî δ
2
0 << 1.
Ó÷åò òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ïðîâîäèëñß â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî β1 = β2 = β. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðè îäíî÷àñòîòíîì îïèñàíèè
êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó â ëèòåðàòóðå [77] ñëó÷àþ, êîãäà
òàíãåíñ óãëà ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû íå èçìåíßåò-
ñß.
Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó Ω = ωl
√
S0ρ è âåëè÷èíû
u¯ = (< u2(x, t) >)0,5; σ¯ = (< σ2(x, t) >)0,5;
p¯ =< σ(x, t)u˙(x, t) >, (1.166)





Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ:
ρ = 7, 5 · 103êã/ì3; λ = 45, 5 Âòì·ãðàä ; αò = 14 Âòì2·ãðàä ; l = 0, 1ì;
F = 10−4ì2; P = 0, 04ì; Tñ = 20◦C; S0 = 1, 5 · 10−11Ïà−1.
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Ðèñ. 1.1. Ðèñ. 1.2.
Íà ðèñ. 1.1 ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî íà-
ïðßæåíèß σ¯ (íà ëåâîì êîíöå ñòåðæíß) äëß òðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà η0
èç òàáë. 1.1 (êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî).
Øòðèõîâûå êðèâûå îòâå÷àþò ñëó÷àþ ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà (α = 0),
ñïëîøíûå  ñëó÷àþ íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñ êîýôôèöèåíòîì íåëèíåé-
íîñòè α = 10−16Ïà−2. Ïðè ýòîì êðèâûå 1′′, 2′′, 3′′ ïîñòðîåíû â ðàìêàõ
îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß êîëåáàíèé, à êðèâûå 1′′′, 2′′′, 3′′′  ñ ó÷å-
òîì òðåòüåé ãàðìîíèêè. Àìïëèòóäà íàãðóæåíèß A0 âûáèðàëàñü èç óñëî-
âèß, ÷òî âåëè÷èíàA0/η0 îñòàåòñß ïîñòîßííîé
(




η0,Ïà · c 5 · 104 2 · 105 5 · 105
u3/u1 0,04 0,02 0,01
σ3/σ1 0,12 0,06 0,03
Â òàáë. 1.1 äëß ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà η0 ïðèâåäåíû ìàêñèìàëü-
íûå îòíîøåíèß àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé íà ñâîáîäíîì êîíöå ñòåðæíß è
íàïðßæåíèé  íà íàãðóæåííîì êîíöå â äèàïàçîíå ÷àñòîò èç ðèñ. 1.1.
Íà ðèñ. 1.2 ïîêàçàíû ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè íàïðßæåíèß σ¯ ïðè
A0 = 1ìêì, η0 = 5 · 104Ïà · c è ïàðàìåòðàõ íåëèíåéíîñòè α = 5×
×10−17 Ïà−2 (êðèâûå 1′′, 1′′′) è α = 10−16Ïà−2 (êðèâûå 2′′, 2′′′). Êðèâàß
1′ ïîñòðîåíà äëß ñëó÷àß ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà (α = 0).
Â òàáë. 1.2 äëß ïàðàìåòðîâ α = 10−16Ïà−2, η0 = 2 · 105Ïà · c,
S0 = 0, 625 · 10−11Ïà−1, A0 = 1ìêì ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèß âåëè÷èí
(1.166) è äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè (1.162) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ âäîëü äëè-
íû ñòåðæíß, ïîëó÷åííûå êàê ñ ó÷åòîì, òàê è áåç ó÷åòà òðåòüåé ãàðìî-
íèêè íà ÷àñòîòå ìàêñèìàëüíîãî ðàçëè÷èß ýòèõ çíà÷åíèé (Ω = 1, 076).
Äëß ñðàâíåíèß â òàáë. 1.3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèß âåëè÷èí u¯ íà ïðà-
âîì è âåëè÷èí σ¯, D′, p¯ íà ëåâîì êîíöàõ ñòåðæíß íà ÷àñòîòå ëèíåéíîãî
ðåçîíàíñà Ω = 1, 11.
Êðèâûå íà ðèñ. 1.1, 1.2 è ÷èñëîâûå çíà÷åíèß âåëè÷èí â òàáëèöàõ 1.1
1.3 ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû
íå çàâèñßò (β = 0). Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàíû ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè íà-
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Òàáëèöà 1.2.






* ** * ** * **
0,0 1,00 1,00 49,57 51,06 247,49 250,59 12,28 12,49
0,1 6,76 6,83 48,92 50,44 239,09 244,61 9,83 10,00
0,2 13,23 13,56 47,02 48,56 216,70 226,65 7,55 7,63
0,3 19,34 19,91 43,95 45,46 186,58 198,58 5,53 5,51
0,4 24,90 25,71 39,86 41,22 154,39 163,30 3,82 3,69
0,5 29,79 30,81 34,87 35,97 122,41 124,37 2,44 2,25
0,6 33,91 35,09 29,06 29,86 90,321 85,67 1,37 1,20
0,7 37,19 38,49 22,53 23,02 58,212 50,96 0,63 0,53
0,8 39,56 40,94 15,40 15,66 28,92 23,56 0,20 0,16
0,9 41,00 42,42 7,82 7,91 7,77 6,03 0,02 0,02
1,0 41,50 42,90 0 0 0 0 0 0
1
Ñ ó÷åòîì òðåòüåé ãàðìîíèêè
2
Áåç ó÷åòà òðåòüåé ãàðìîíèêè
Òàáëèöà 1.3.







24,26 30,51 97,69 4,97
**
2
24,24 30,47 96,63 4,92
Ω = 1.076
* 41,50 49,57 247,49 12,28
** 42,90 51,06 250,59 12,49
1
Ñ ó÷åòîì òðåòüåé ãàðìîíèêè
2
Áåç ó÷åòà òðåòüåé ãàðìîíèêè
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ïðßæåíèß σ¯ ïðè α = 10−16Ïà−2, η0 = 2·105 Ïà·c, S0 = 0, 625·10−11Ïà−1
è çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðà β = 0 (êðèâûå 1, 1′), β = 10−3ãðàä−1 (êðèâûå
2, 2′) è β = 3 · 10−3ãðàä−1 (êðèâûå 3, 3′). Êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâó-
þò îäíî÷àñòîòíîìó ïðèáëèæåíèþ êîëåáàíèé, òîãäà êàê êðèâûå 1′, 2′, 3′
ðàññ÷èòàíû ñ ó÷åòîì òðåòüåé ãàðìîíèêè.
Ðèñ. 1.3.
Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëßåò çàêëþ÷èòü, ÷òî îäíî÷à-
ñòîòíîå ïðèáëèæåíèå êîëåáàíèé ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó çàòßãèâàíèþ
âåðõíèõ âåòâåé ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê â îáëàñòè èõ íåîäíîçíà÷íî-
ñòè. Ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíß íåëèíåéíîñòè ýòî çàòßãèâàíèå óñèëèâàåòñß
(ðèñ. 1.2). Äëß ìàòåðèàëà ñ áo´ëüøåé âßçêîñòüþ îòìå÷åííîå çàòßãèâàíèå
ñòàíîâèòñß ìåíåå çàìåòíûì, à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé âßçêîñòè ìîæåò
ïðîèçîéòè âûðîæäåíèå îáëàñòåé íåîäíîçíà÷íîñòè ÷àñòîòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê (êðèâûå 3′′, 3′′′ íà ðèñ. 1.1). Â öåëîì, ñ óâåëè÷åíèåì âßçêîñòè
âëèßíèå òðåòüåé ãàðìîíèêè îñëàáåâàåò, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò òàêæå
äàííûå òàáë. 1.1.
Äî ïðåäåëüíîé ÷àñòîòû, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñß îòìå÷åííîå âûøå çà-
òßãèâàíèå õàðàêòåðèñòèêè îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß, îäíî÷àñòîò-
íûé ðåæèì âûäåðæèâàåòñß ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Ïî êðàéíåé ìåðå, âëèßíèåì òðåòüåé ãàðìîíèêè âñåãäà ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü, åñëè èíòåðåñîâàòüñß òîëüêî îáëàñòüþ îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèé.
Òåìïåðàòóðíàß çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà â ñèëó èññëåäóåìîãî
âèäà ýòîé çàâèñèìîñòè ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñß íà ñîîòíîøåíèè ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðàìêàõ îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß è ñ ó÷å-
òîì òðåòüåé ãàðìîíèêè, ïîñêîëüêó íå âëèßåò íà óðîâåíü ìåõàíè÷åñêèõ
ïîòåðü.
Âîçìîæíîñòü ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèß äëß ñóùåñòâåííî íå-
ëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâ,òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâà-
åòñß îáîáùåííûìè ìîäåëßìè òå÷åíèß, èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [143  147].
Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé îáñóæäàþòñß â îáçîðå [221].
5.2 Îáðàòèìñß ñíîâà ê ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì òåëàì è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèè âíåøíåãî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèß ßâëßþòñß ñóì-
ìàìè ìåäëåííûõ è îñöèëëèðóþùèõ ñîñòàâëßþùèõ. Ïîä ìåäëåííîé ïî-
íèìàåòñß âåëè÷èíà, õàðàêòåðíîå âðåìß èçìåíåíèß êîòîðîé âåëèêî ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé. Îñöèëëèðóþùèå ñîñòàâëßþùèå èìå-
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þò îáùóþ ÷àñòîòó ω è ìåäëåííûå àìïëèòóäû. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèè
âíåøíåãî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèß â âèäå
F (~õ, t) = {ϕˆ; σˆïîâ; uˆj ; t(ì)j ; bj} = F (~õ, t) + F˜ (~õ, t),
F˜ (~õ, t) = F
′
(~õ, t) cosωt− F ′′(~õ, t)sinωt.
(1.167)
Çäåñü ϕˆ, σˆïîâ, uˆj , t
(ì)
j  çàäàííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòßõ ãðàíè-
öû òåëà çíà÷åíèß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, çàðßäà, ïåðåìåùåíèé è
ìåõàíè÷åñêèõ óñèëèé; bj  ìàññîâàß ñèëà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, ñ÷èòàåì, ÷òî òàêîé æå âèä â ïåð-
âîì ïðèáëèæåíèè èìåþò âñå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåííûå â îáú¼ìå
òåëà:
f1(~õ, t) = {σij ; εij ;Dj ;Ej ;uj ;ϕ} = f1 (~õ, t) + f˜1 (~õ, t) ,
f˜1(~õ, t) = f
′
1(~õ, t) cosωt− f
′′
1 (~õ, t) sinωt.
(1.168)
Âíåøíèå òåïëîâûå âîçäåéñòâèß, â ÷àñòíîñòè èñòî÷íèê òåïëà Φh,
ïðåäïîëàãàþòñß ìåäëåííûìè. Êîëåáàíèßìè òåìïåðàòóðû çà ïåðèîä, èìå-
þùèìè òåðìîóïðóãóþ ïðèðîäó, ïðåíåáðåãàåòñß [77]. Èçìåíåíèß òåìïå-
ðàòóðû çà ïåðèîä êîëåáàíèé, âûçâàííûå äèññèïàöèåé ýíåðãèè, îáû÷íî
íåçíà÷èòåëüíû [77]. Ïîýòîìó ñàìó òåìïåðàòóðó, à òàêæå òåïëîâîé ïîòîê
è ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ñ÷èòàåì ìåäëåííûìè ôóíêöèßìè
f2 (~õ, t) = {Φh; Θ;hj ; Θ,j} = f2 (~õ, t) . (1.169)
Â (1.167)  (1.169) âåëè÷èíû F (~x, t), F
′, ′′(~x, t), f1(~x, t), f
′, ′′
1 (~x, t),
f2(~x, t) ßâëßþòñß ìåäëåííûìè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëß ìåäëåííûõ äâèæåíèé âûïîëíßþòñß ïðèáëè-
æåííûå ðàâåíñòâà
˙¯uj ≈ 0, ¨¯uj ≈ 0, ˙¯Dj ≈ 0. (1.170)
Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âßçêèìè, èíåðöèîííûìè
ýôôåêòàìè è òîêàìè ñìåùåíèß ïðè ìåäëåííûõ äâèæåíèßõ ïðåíåáðåãà-
åòñß.
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f1 = −2ω(f˙ ′1 sinωt+ ˙f ′′1 cosωt)−




Ïðè íàõîæäåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ââèäó ìåäëåííîñòè àìïëèòóä
f
′, ′′
1 îòáðîøåíî ñëàãàåìîå f¨
′
1 cosωt− f¨ ′′1 sinωt, êàê èìåþùåå âòîðîé ïî-
ðßäîê ìàëîñòè [58].
Ïîäñòàâëßß âåëè÷èíû (1.168) ñ ó÷åòîì (1.171), (1.170) â óðàâíåíèß
äâèæåíèß (1.137), óðàâíåíèß ýëåêòðîñòàòèêè (1.138), ñîîòíîøåíèß Êî-
øè (1.135), ñîîòíîøåíèß (1.150), (1.152)  (1.154), ñëóæàùèå äëß îïðåäå-
ëåíèß ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â íà÷àëüíûå óñëîâèß (1.155) è ñëåäóß îáû÷-
íîé ïðîöåäóðå óñðåäíåíèß [14, 97], ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëß
óñðåäíåííûõ çà ïåðèîä êîëåáàíèé ìåäëåííî èçìåíßþùèõñß àìïëèòóä
îñöèëëèðóþùèõ ñîñòàâëßþùèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ïîëß, êîòîðàß â






















j,j = 0, D
′′





















































j nj = −σˆ
′′









 íà Sϕ (S = SD ∪ Sϕ) .
(1.173)
Óñðåäíåííûå çà ïåðèîä êîëåáàíèé ìåäëåííûå ñîñòàâëßþùèå ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêîãî è òåïëîâîãî ïîëåé óäîâëåòâîðßþò ñèñòåìå óðàâíåíèé





(u¯i,j + u¯j,i); (1.174)
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ρcò




j  íà Sσ; u¯j = ¯ˆuj  íà Su ;
D¯j = −¯ˆσïîâ  íà SD; ϕ¯ = ¯ˆϕ  íà Sϕ;
(1.176)
h¯ini = α(Θ¯−Θ(c))  íà S. (1.177)
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà Y0 â óðàâíåíèè ýíåðãèè (1.143) õàðàêòåðèçóåò
òåðìîóïðóãèå òåïëîâûå ýôôåêòû, à èõ âêëàäîì â ïðèðàùåíèå òåìïåðà-
òóðû çà ïåðèîä ìû ïðåíåáðåãàåì, òî óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè-
÷èíû â óðàâíåíèè ýíåðãèè (1.175) îïóùåíî [77].
Íà÷àëüíûå óñëîâèß ïðèíèìàþò âèä
u
′













Â ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèßõ íå çàäåéñòâîâàííûìè îêàçàëèñü























Ôóíêöèîíàëû â ïðàâûõ ÷àñòßõ (1.179) ñâßçàíû ñ îïðåäåëßþùèì ïî-
âåäåíèå ìàòåðèàëà ñêàëßðíûì ôóíêöèîíàëîì ñîîòíîøåíèßìè (1.144).
Ñõåìà óñðåäíåíèß ôóíêöèîíàëîâ ïðè ïîëó÷åíèè óêîðî÷åííûõ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèß îáñóæäàåòñß â ðàáîòàõ [77, 97].
Ïðèìåíèòåëüíî ê âåëè÷èíàì (1.168), (1.169) ýòà ñõåìà, ñîãëàñíî [77],
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ε ∗ij = ε¯ij(t) + ε
′
ij(t) cosωτ − ε
′′
ij(t) sinωτ,
ε ∗τij = ε¯ij(t) + ε
′
ij(t) cosω(τ − s)− ε
′′
ij(t) sinω(τ − s),





D ∗τj = D¯j(t) +D
′
j(t) cosω(τ − s)−D
′′
j (t) sinω(τ − s),
Θ¯ = Θ¯(t),
(1.183)
ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò ~õ îïóùåíà. Èç (1.180)  (1.183) âèäíî, ÷òî â ïåð-
âîì ïðèáëèæåíèè óñðåäíåíèå ôóíêöèîíàëîâ äëß íàøåãî ñëó÷àß ñâßçàíî
ñ çàìîðàæèâàíèåì ìåäëåííûõ âåëè÷èí, ò.å. ïðåäñòàâëåíèåì èõ â òå-
÷åíèè ïåðèîäà êàê ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â ñèëó























Ñîîòíîøåíèß (1.180), (1.181), (1.184) çàìûêàþò ïðèâåäåííóþ âûøå
ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.172)  (1.178). Åñëè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïå-
ðåìåííûõ â îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèßõ ñ÷èòàþòñß εij , Ej , Θ, êàê â
(1.146), òî ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé èìå-
åò òîò æå âèä, ÷òî è (1.180), (1.181), åñëè, êîíå÷íî, çàìåíèòü Ej íà Dj ,
à Dj íà Ej .
Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.172) è (1.174), (1.175) ñâßçàíû
çà ñ÷¼ò: 1) âçàèìîäåéñòâèß ìåäëåííûõ è îñöèëëèðóþùèõ ýëåêòðîìåõà-
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(èëè E
′, ′′
j ), íî è îò ìåäëåííûõ ñîñòàâëßþùèõ ïîëåé ε¯ij , D¯j (èëè E¯j)
è íàîáîðîò, çàâèñèìîñòè ìåäëåííûõ ñîñòàâëßþùèõ σ¯ij , E¯j (èëè D¯j)







j ); 2) äèññèïàöèè ýíåðãèè, îïðåäåëßåìîé
ñîîòíîøåíèåì (1.184), è çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû. Íå òà-
êîé ïðîñòîé, êàê â òåðìîìåõàíèêå [77], îêàçûâàåòñß ñèòóàöèß ñ ïåðâûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.178), ðàçäåëèòü â êîòîðîì âêëàäû áûñòðîé è
ìåäëåííîé ñîñòàâëßþùèõ äâèæåíèß â íà÷àëüíîå ïåðåìåùåíèå â îáùåì
ñëó÷àå íåëüçß ïî òîé ïðîñòîé ïðè÷èíå, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå íà÷àëüíûå
óñëîâèß â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íå ñòàâßòñß. Ýòîò
âîïðîñ òðåáóåò áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèß. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàí-
íûå âêëàäû ìîæíî ðàçäåëèòü, åñëè íå ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòè ìåäëåí-
íûõ ñîñòàâëßþùèõ σ¯ij , E¯j (èëè D¯j) îò àìïëèòóä D
′, ′′
j èëè ( E
′, ′′
j )
èëè ïðè áîëåå ñèëüíîì óñëîâèè, êîãäà âçàèìîäåéñòâèåì ìåäëåííûõ è
îñöèëëèðóþùèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé ïðåíåáðåãàåòñß. Äëß ýòîãî
íåîáõîäèìî ðåøèòü äîïîëíèòåëüíóþ ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó (1.174), (1.176)




j (~õ, t+◦ ), ¯ˆuj = ¯ˆuj(~õ, t+◦ ), ¯ˆσïîâ = ¯ˆσïîâ(~õ, t+◦ ),
¯ˆϕ = ¯ˆϕ(~õ, t+◦ ) è ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé (1.178) â îïðåäåëßþùèõ óðàâ-
íåíèßõ äëß σ¯ij , E¯j (èëè D¯j). Ïî ñóòè  ýòî çàäà÷à î íà÷àëüíîì ýëåêòðî-
òåðìîóïðóãîì ñîñòîßíèè, çà êîòîðîå îòâå÷àåò ìåäëåííàß ñîñòàâëßþùàß
äâèæåíèß u¯j(~õ, t◦). Âîïðîñ î íà÷àëüíûõ óñëîâèßõ âàæåí â íåëèíåéíûõ
çàäà÷àõ, êîòîðûå äîïóñêàþò íåîäíîçíà÷íîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîßíèé.
Ðåàëèçóåìîñòü òîãî èëè èíîãî ñîñòîßíèß ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, â
êàêîé îáëàñòè ïðèòßæåíèß íàõîäèòñß ñèñòåìà â ìîìåíò âðåìåíè t = t◦.
Â óïîìßíóòîì âûøå ñëó÷àå, êîãäà âçàèìîäåéñòâèåì ìåäëåííûõ è îñ-














j ), ñâßçü ìåæäó ñèñòåìàìè óðàâíåíèé (1.172) è (1.174),
(1.175) îñóùåñòâëßåòñß òîëüêî ïî ëèíèè òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ñî-
ïðßæåíèß (ÒÝÌÑ), ïîä êîòîðûì â äàëüíåéøåì áóäåì ïîíèìàòü âçàè-
ìîäåéñòâèå èç-çà äèññèïàöèè è çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû. Â
ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1.174), (1.176) äëß ìåäëåííûõ ñîñòàâëßþùèõ ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêîãî ïîëß (çàäà÷à 2) îòäåëßåòñß îò îáùåé è ðåøàåòñß
íà âòîðîì ýòàïå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåìïåðàòóðíîãî ïîëß, ðàññ÷èòàííî-
ãî â ðàìêàõ àìïëèòóäíî-òåìïåðàòóðíîé çàäà÷è (1.172), (1.173), (1.175),
(1.177), (1.178) (çàäà÷à 1). Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî
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óïîìßíóòàß ðàíåå âñïîìîãàòåëüíàß ñòàòè÷åñêàß çàäà÷à òèïà (1.174),
(1.176) ðåøåíà è u¯j(~x, t◦) íàéäåíî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íà÷àëüíûå óñëîâèß
(1.178) ðàçäåëåíû.
Â ðßäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßåò
òåìïåðàòóðíîå ïîëå äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà. Òîãäà â (1.168) ìîæíî
ïîëîæèòü f¯1(~x, t) ≡ 0 (åñëè, êîíå÷íî, âçàèìîäåéñòâèå áûñòðûõ è ìåä-
ëåííûõ ïîëåé íåâåëèêî) è îãðàíè÷èòüñß ðåøåíèåì çàäà÷è 1.
Åñëè â ðàìêàõ çàäà÷è 1 íå èíòåðåñîâàòüñß âîïðîñàìè óñòîé÷èâîñòè
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé, ïðàâûå ÷àñòè â ïåðâûõ äâóõ
óðàâíåíèßõ (1.172) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà âìåñòå ñî
ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè (â (1.175) ˙¯Θ = 0) ïîëó÷à-
åì ñèñòåìó ñâßçàííûõ óðàâíåíèé äëß îïðåäåëåíèß ñòàöèîíàðíûõ ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïîëåé.
Ïîñëåäíèé âàðèàíò ïîñòàíîâêè çàäà÷è ìîæíî ðàñøèðèòü, åñëè ñòà-
öèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè çàìåíèòü íåñòàöèîíàðíûì
(1.175) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëß òåìïåðàòóðû (1.178). Òàêàß çàìå-
íà îáîñíîâûâàåòñß òåì, ÷òî âðåìåíàìè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ íåóñòàíî-
âèâøèõñß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îáû÷íî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèß òåìïåðàòóðû [77].
Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü èçâåñòíóþ â ëèòåðàòóðå ïðèáëèæ¼ííóþ ïî-
ñòàíîâêó ñâßçàííûõ çàäà÷ [58, 77], ïîçâîëßþùóþ îïèñûâàòü ïåðåõîäíîé
òåïëîâîé ïðîöåññ. Ââèäó èñêëþ÷èòåëüíîé âàæíîñòè ýòîé ïîñòàíîâêè â
äàëüíåéøåì, âûïèøåì å¼ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèß. Óðàâíåíèß ýëåêòðî-
ìåõàíèêè (1.172) è ãðàíè÷íûå óñëîâèß (1.173) ìîæíî ôîðìàëüíî ïðåä-
ñòàâèòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå




(u˜i,j + u˜j,i), E˜j = −ϕ˜,j ;
(1.185)
σ˜i jni = t˜
(ì)
j  íà Sσ, u˜j = ˜ˆuj  íà Su ;
D˜jni = −˜ˆσïîâ  íà SD, ϕ˜ = ˜ˆϕ  íà Sϕ
(S = Sσ ∪ Su, S = SD ∪ Sϕ ).
(1.186)
Çäåñü è äàëåå âîëíîé ñâåðõó îáîçíà÷àåòñß êîìïëåêñíàß âåëè÷èíà






√−1  ìíèìàß åäèíèöà.
(1.187)
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Ñîîòíîøåíèå äëß ñðåäíåé çà ïåðèîä ñêîðîñòè äèññèïàöèè (1.184)
(äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè), êîòîðîå äëß ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ßâëß-








ãäå Im  ìíèìàß ÷àñòü êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèß, à ¯˜(·)  êîìïëåêñíî-
ñîïðßæåííàß âåëè÷èíà.












T ïðè t = t◦ (1.191)
óñëîâèßìè. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ñðåäíßß çà öèêë òåìïåðàòóðà îáîçíà-
÷àåòñß ÷åðåç T
(






. Ìàññîâàß ñèëà ~b è òåïëîâîé
èñòî÷íèê íåäèññèïàòèâíîé ïðèðîäû Φh èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèß
èñêëþ÷àþòñß.
Äëß çàìûêàíèß ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.185)  (1.191) ê íåé íåîáõîäè-
ìî ïðèñîåäèíèòü îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß äëß àìïëèòóä, êîòîðûå äëß
ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àß ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé è ñ ó÷åòîì îáîçíà-
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ε tij(s) = ε
′











ij = const, D
′, ′′
j = const,
Θt( s ) = Θ( t ) = const, −∞ < s < t. (1.194)
Åñëè ó÷åñòü ñîîòíîøåíèß (1.144) â îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèßõ (1.192)






















(ε˘ tij(s), D˘tj(s); εij(t), Dj(t)) >,
(1.195)
ãäå ε˘ tij(s) = ε˘
′
ij cosω(t − s) − ε˘
′′
ij sinω(t − s), D˘tj(s) = D˘′j cosω(t − s) −
−D˘′′j sinω(t− s),












































Çäåñü âûðàæåíèå Λ˘ → Λ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå äèôôåðåíöèðî-






j } ñëåäóåò çàìåíèòü íà âåëè÷èíû







Ñîîòíîøåíèß (1.192), (1.195), (1.196) ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè îáùèå
îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß (1.179) èçâåñòíû äëß äîñòàòî÷íî øèðîêîãî
êëàññà èñòîðèé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí (â äàííîì ñëó÷àå äåôîð-
ìàöèé è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß), âêëþ÷àß ïåðèîäè÷åñêèå, òî
ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî ïðîñòà è ýòè
óðàâíåíèß íå òðåáóþò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðî-
âåðêè [58]. Â ëèíåéíîé òåîðèè ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè ñîîòíîøåíèß
(1.192) èëè (1.195), (1.196) ïðèâîäßò ê àìïëèòóäíûì óðàâíåíèßì, êî-
òîðûå ôîðìàëüíî ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â êîìïëåêñíîé ôîðìå
σ˜ij = C˜
D
ijklε˜kl + h˜kijD˜k, E˜j = h˜jikε˜ik + β˜
ε
jkD˜k. (1.197)

































jk (ω, T ). (1.199)
Åñëè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûñòóïàþò äåôîðìàöèè
è êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß, ëèíåéíûå
àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß èìåþò âèä
σ˜ij = C˜
E
































jk (ω, T ). (1.202)
Ìåòîäû îïðåäåëåíèß êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê ëèíåéíûõ âßçêî-
óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïüåçîýôôåêòîì õîðîøî èçâåñòíû è îïèñàíû, íà-
ïðèìåð, â ðàáîòàõ [48, 58, 136, 171].
Îáñóæäàåìûé âàðèàíò ïîñòàíîâêè çàäà÷è óæå ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåä-
îïðåäåëßåò è àëãîðèòì å¼ ðåøåíèß, à èìåííî, äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß
(1.188) â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèß óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè (1.189)
äîëæíà â îïðåäåë¼ííûå ìîìåíòû âðåìåíè óòî÷íßòüñß ïî ðåçóëüòàòàì
ðåøåíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ìîìåíòàì (òî÷íåå, ðàñïðåäåëåíèßì òåì-
ïåðàòóðû â ýòè ìîìåíòû) ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ýëåêòðîìåõàíèêè (1.185),
(1.186), (1.192). Â çàâèñèìîñòè îò âèäà îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé (1.192)
ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü êàê ëèíåéíûìè, òàê è íåëèíåéíûìè. Åñëè îïðåäå-
ëßþùèå óðàâíåíèß ëèíåéíû è êîýôôèöèåíòû â íèõ ïîñòîßííû, çàäà÷à
ñðàçó ðàñïàäàåòñß íà äâå íåçàâèñèìûå ëèíåéíûå çàäà÷è, êîãäà âíà÷à-
ëå ðàññ÷èòûâàåòñß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîå ñîñòîßíèå è îïðåäåëßåòñß äèñ-
ñèïàòèâíàß ôóíêöèß, à çàòåì ðåøàåòñß óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ
èçâåñòíûì èñòî÷íèêîì òåïëà è îïðåäåëßåòñß òåìïåðàòóðíîå ïîëå äèñ-
ñèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà.
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Äëß ïàññèâíûõ (íåïüåçîàêòèâíûõ) òåë, êàê ìåòàëëè÷åñêèõ, òàê è
ïîëèìåðíûõ, âõîäßùèõ â ñîñòàâ ïüåçîêîíñòðóêöèé, ðàçðåøàþùàß ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèß è âèáðîðàçîãðåâ ýòèõ òåë,
ïîëó÷àåòñß èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî óïðîùåíèß. Òàê, äëß ïàññèâíûõ ïîëèìåðíûõ òåë â îïðåäåëßþùèõ
óðàâíåíèßõ íåîáõîäèìî îòáðîñèòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè,
à äëß ìåòàëëè÷åñêèõ òåë, êîòîðûå âåçäå â êíèãå ñ÷èòàþòñß èäåàëüíûìè
ïðîâîäíèêàìè  ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåííàß âûøå ïðèáëèæ¼ííàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ïðåäïîëàãàåò èçâåñòíûìè îáùèå óðàâíåíèß ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè, íà-
ïðèìåð, â âèäå ôóíêöèîíàëîâ, ôèãóðèðóþùèõ â (1.192) èëè (1.195). Äëß
ïîñòðîåíèß ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü çíà÷èòåëüíî
áîëüøèì îáúåìîì ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàöèè, ÷åì
òîãî òðåáóåò îïèñàíèå êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè çàìêíóòûõ òåîðèé àìïëèòóäíûõ îïðåäåëß-
þùèõ óðàâíåíèé ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè, îðèåíòèðîâàííûõ òîëüêî íà
êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû è â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà, êàê è
â ëèíåéíîé òåîðèè, êîíêðåòèçèðîâàëèñü áû íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïå-
ðèìåíòîâ. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâßùåíû äâå ñëåäóþùèå ãëàâû êíèãè.
Ãëàâà 2.
Îáùàß ñòðóêòóðà àìïëèòóäíûõ
îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé äëß íåóïðóãèõ
ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
òåë â îäíî÷àñòîòíîì ïðèáëèæåíèè
Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñß îáùàß ñòðóêòóðà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ îäíî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå êîëåáàíèé íåóïðóãèõ ôèçè÷åñêè
íåëèíåéíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë è îáîñíîâûâàåòñß âîçìîæíîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèß ýòèõ óðàâíåíèé ÷åðåç ïîòåíöèàëû. Îòìå÷åíà ôóíäàìåíòàëüíàß
ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò â ýòèõ âîïðîñàõ óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè àìïëèòóä îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè.
Äàíà ñâîäêà îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé äëß íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ áåç ïüåçî-
ýôôåêòà. Óñòàíîâëåíû óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ íåëèíåéíûå àìïëèòóäíûå óðàâ-
íåíèß äëß èçîòðîïíîãî è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëîâ ôîðìóëè-
ðóþòñß â òåðìèíàõ êîíöåïöèè àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê. Äëß ýòèõ ìàòåðèàëîâ ñòðîßòñß êîíêðåòíûå çàìêíóòûå òåîðèè íåëè-
íåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèå íàõîæäåíèå êîìïëåêñíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ãàðìîíè÷åñêîå
íàãðóæåíèå.
Êîíöåïöèè àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê è ïîñòðî-
åíèþ çàìêíóòîé òåîðèè íåëèíåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëß òðàíñâåð-
ñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ïîñâßùåíà ñëåäóþùàß
ãëàâà.
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 1. Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû àìïëèòóäíûõ îïðåäåëßþùèõ
óðàâíåíèé íà îñíîâå êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ýëåêòðî-
âßçêîóïðóãîñòè
Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû â îáçîðíîì âèäå îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû ðàáîò [114, 115].
Îáðàòèìñß ê íåðàâåíñòâó Ïëàíêà (1.141)
−Φ˙− ρηΘ˙ + σij ε˙ij + EiD˙i = D′ýì ≥ 0 (2.1)
è ïðèìåì îñíîâíîå äëß âñåãî äàëüíåéøåãî èçëîæåíèß ïðåäïîëîæåíèå:
ïóñòü â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèß ãàðìîíè÷åñêîé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé íà-
ãðóçêè ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì òåëå óñòàíàâëèâàåò-
ñß îäíî÷àñòîòíîå (ìîíîãàðìîíè÷åñêîå) íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå è
ýëåêòðè÷åñêîå ñîñòîßíèå âèäà
σij = σ′ij cosωt− σ′′ij sinωt, εij = ε′ij cosωt− ε′′ij sinωt,
Ej = E′j cosωt− E′′j sinωt, Dj = D′j cosωt−D′′j sinωt.
(2.2)
Íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèß î òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, îñíîâàí-
íûõ íà ýòîé ãèïîòåçå, èçëîæåíû íàìè âî ââåäåíèè, à òàêæå â íà÷àëå  5
ïðåäûäóùåé ãëàâû. Â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðèíöèïà îäíî÷àñòîòíîñòè [14, 103].
Åñëè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû çà ïåðèîä êîëåáàíèé ñ÷èòàòü î÷åíü ìà-
ëûì è ïîäñòàâèòü (2.2) â (2.1), òî ïîñëå óñðåäíåíèß çà ïåðèîä ïîëó÷åííî-
ãî ñîîòíîøåíèß ïðèäåì ê âûðàæåíèþ äëß ñðåäíåé çà ïåðèîä êîëåáàíèé







ij − σ′ijε′′ij + E′′jD′j − E′jD′′j
)
. (2.3)
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî õàðàêòåðà íà-
ïðßæåíèé, äåôîðìàöèé, íàïðßæåííîñòè è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëß (2.2) óñðåäíåííàß çà ïåðèîä êîëåáàíèé äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß ïîë-
íîñòüþ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè îïðåäåëèìà, ò.å. îïðåäåëßåòñß ñâßçüþ ìåæ-
äó âåëè÷èíàìè σ′ij , σ′′ij , E′ij , E′′ij , ε′ij , ε′′ij , D′j , D′′j .
Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ óñòàíîâëåíèß ýòîé ñâßçè ðàññìîòðåí â
êîíöå ïåðâîé ãëàâû è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ïóòåì
òîé èëè èíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè Φ èç (2.1)
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è èñïîëüçîâàíèß ôîðìóë (1.144) ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îáùèå îïðåäåëß-
þùèå óðàâíåíèß (1.179) äëß ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé σij è íàïðßæåí-
íîñòè Ej ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß. Ó÷èòûâàß â ýòèõ îáùèõ îïðåäåëßþùèõ
óðàâíåíèßõ ìîíîãàðìîíè÷íîñòü âåëè÷èí (2.2) è ïðèìåíßß ê íèì ïðîöå-

















































Àðãóìåíòàìè ôóíêöèé (2.4) â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ñ÷èòàòü òàêæå
÷àñòîòó è òåìïåðàòóðó. Íî ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ôèãóðèðóþò êàê ïà-
ðàìåòðû è ìîãóò áûòü ëåãêî âêëþ÷åíû â îêîí÷àòåëüíûå ñîîòíîøåíèß,
àêöåíòèðîâàòü íà íèõ âíèìàíèå ïîêà íå áóäåì.
Îòìåòèì, ÷òî ëþáàß êîíêðåòèçàöèß îáùèõ ôóíêöèîíàëîâ ïðåäñòàâ-
ëßåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ïðîáëåìó è îñóùåñòâèìà òîëüêî íà
îñíîâå âñåé íàêîïëåííîé äëß äàííîãî ìàòåðèàëà ýêñïåðèìåíòàëüíî-òå-
îðåòè÷åñêîé èíôîðìàöèè, çíà÷èòåëüíî øèðå òîé, êîòîðàß òðåáóåòñß äëß
îïèñàíèß ðåàêöèè ìàòåðèàëà íà öèêëè÷åñêèå èñòîðèè òèïà (2.2). Ïî-
ýòîìó óñðåäíåíèå ïî Ãàëåðêèíó ßâëßåòñß, ïðåæäå âñåãî, îäíèì èç âîç-
ìîæíûõ ñïîñîáîâ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèß ñòðóêòóðû àìïëèòóä-
íûõ îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé (2.4) â ðàìêàõ òîé èëè èíîé òåðìîäè-
íàìè÷åñêîé òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû. Òàê, â ìîíîãðàôèè [58]
ñ åãî ïîìîùüþ ðàññìîòðåíû ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè àìïëèòóäíûõ
óðàâíåíèé äëß ñðåä òèïà Ôîéãòà, ñ âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè, ñ çà-
òóõàþùåé ïàìßòüþ, à òàêæå ñðåäû, îïèñûâàåìîé òåíçîðíî-ëèíåéíûìè
(êâàçèëèíåéíûìè) ñîîòíîøåíèßìè ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè.
Â ðàáîòàõ [114, 115] óñðåäíåíèå ïî Ãàëåðêèíó ïðèìåíßåòñß ê ñîîòíî-
øåíèßì îáùåé êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè [58],
êîòîðàß ñòðîèòñß íà îñíîâå òåõ æå ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî è
÷èñòî ìåõàíè÷åñêàß òåîðèß [45, 74]. Èñïîëüçîâàíèå êðàòíîèíòåãðàëü-
íûõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü íåêîòîðûå îáùèå ñïåöèôè÷å-
ñêèå îñîáåííîñòè àìïëèòóäíûõ ñâßçåé (2.4). Â ÷àñòíîñòè, â [74, 115] ïî-
êàçàíî, ÷òî åñëè äëß ßäåð êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ïîñòóëèðîâàòü
âûïîëíåíèå ïðèíöèïà âçàèìíîñòè [45], ò. å. ñ÷èòàòü, ÷òî îíè èìåþò òà-
êóþ æå ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, ÷òî è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû íåëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû, òî ìîíî-
ãàðìîíè÷åñêîå ïîâåäåíèå âßçêîóïðóãîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèà-
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ëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß äâóìß èíòåãðàëüíûìè (ýíåðãåòè÷åñêèìè)
õàðàêòåðèñòèêàìè, îäíà èç êîòîðûõ (îáùàß äëß âñåõ âîçìîæíûõ íàáî-
ðîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ) õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ çà ïåðèîä ìîù-
íîñòü äèññèïàöèè (2.3), à äðóãàß (ñâîß äëß êàæäîãî íàáîðà)  êîíñåðâà-
òèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà ýòîãî âîïðîñà è
åãî ðåøåíèå äëß íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëå-
íû â ìîíîãðàôèßõ [77, 161]. Èçëîæåííîå âûøå êîíêðåòèçèðóåòñß ìàòå-

















































ij − σ′ijε′′ij + E′′kD′k − E′kD′′k , (2.7)
äëß ÷åãî ýòè ïîñëåäíèå íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèè íåçàâè-













































































, à ñëåäîâàòåëüíî, è çàâèñèìîñòè






















þùèé íàáîð èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ (2.8). Êîíñåðâàòèâíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè äëß äðóãèõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (εij , Ek), (σij , Ek),
(σij , Dk) ñâßçàíû ñ ôóíêöèåé (2.6) ïîäîáíî òîìó, êàê ñâßçàíû ñ âíóò-








ij −D′kE′k −D′′kE′′k (2.10)
ßâëßåòñß àìïëèòóäíûì àíàëîãîì ýëåêòðè÷åñêîé ýíòàëüïèè è èñïîëü-
çóåòñß ñîâìåñòíî ñ ìîùíîñòüþ äèññèïàöèè (2.7), êàê õàðàêòåðèñòèêà
ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî ïîâåäåíèß ìàòåðèàëà ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ äåôîðìàöèé εij è íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî


























Åñëè õàðàêòåðèñòèêè H¯ è D¯ èçâåñòíû, ñêàæåì, îïðåäåëåíû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî, è çàïèñàíû êàê ôóíêöèè àðãóìåíòîâ òèïà (2.8), ãäå D′k
è D′′k ñëåäóåò çàìåíèòü íà E′k è E′′k , òî íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëîâ H è
D ïðîâîäèòñß ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2.9) ñ çàìåíîé U¯ íà H¯, U íà H è
D′k, D
′′
k íà E′k, E′′k .
Óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ ßâëßþòñß àìïëèòóäíûìè àíàëîãàìè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè [27]. Ïîòåíöèàëû, êðîìå
àðãóìåíòîâ òèïà (2.8), ßâëßþòñß òàêæå ôóíêöèßìè ÷àñòîòû ω è, â îá-
ùåì ñëó÷àå, òåìïåðàòóðû. Åñëè U è D  ëèíåéíûå ôóíêöèè âåëè÷èí
(2.8) (êâàäðàòè÷íûå ïî ε′ij , ε′′ij , D′k, D′′k), èç (2.5) ïîëó÷àåì àìïëèòóäíûå
îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß ëèíåéíîé òåîðèè.
Ïðåäïîëîæåíèå î âûïîëíåíèè äëß ßäåð êðàòíîèíòåãðàëüíûõ ñîîò-
íîøåíèé ïðèíöèïà âçàèìíîñòè, â ðàìêàõ êîòîðîãî â [115] ïîëó÷åíû
óðàâíåíèß (2.5) èëè (2.11), ßâëßåòñß äîâîëüíî æåñòêèì. À èìåííî, îíî
íàêëàäûâàåò íà ôóíêöèè U, D, U¯ , D¯, êàê ôóíêöèè àðãóìåíòîâ (2.8),
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Çàìåòèì, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà íå ßâëßþòñß òðèâèàëüíûìè â îòëè÷èå îò
àíàëîãè÷íûõ ðàâåíñòâ, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò âåëè÷èíû òîëüêî ñ îä-
íèì èëè òîëüêî ñ äâóìß øòðèõàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U è D  ôóíêöèè àðãóìåíòîâ (2.8). Òîãäà óðàâ-
íåíèß (2.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
σ˜ij = C˜
D
ijkl (;) ε˜kl + h˜kij (; ) D˜k, E˜k = h˜kij (; ) ε˜ij + β˜
ε
kl (;) D˜l, (2.13)
ãäå ââåäåíû êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû
σ˜ij = σ′ij + iσ
′′





ε˜kl = ε′kl + iε
′′


















ijkl (; ) , h˜kij (; ) , β˜
ε
kl (; ) ßâëßþòñß ôóíê-
öèßìè êîìïîíåíò òåíçîðîâ (2.8), à òàêæå ÷àñòîòû è òåìïåðàòóðû.
Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèß ìîæíî çàïèñàòü äëß äðóãèõ íàáîðîâ íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, èç (2.11) ñëåäóþò óðàâíåíèß
σ˜ij = C˜
E
ijkl (; ) ε˜kl − e˜kij (;) E˜k, D˜k = e˜kij (; ) ε˜ij + µ˜εkl (; ) E˜l. (2.15)
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [114] óðàâíåíèß (2.13) è (2.15) ïîëó÷åíû íåïî-
ñðåäñòâåííî, êàê ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß ïî Ãàëåðêèíó êðàòíîèíòåãðàëü-
íûõ ñîîòíîøåíèé ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè è ïîñòóëèðîâàíèß äëß ßäåð
ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðèíöèïà âçàèìíîñòè.
Êîýôôèöèåíòû â (2.13), (2.15) èìåþò òàêóþ æå ñèììåòðèþ ïî èí-
äåêñàì, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé òåîðèè. Âìå-
ñòå ñ òåì, â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåí-
òîâ â (2.13) èëè (2.15) ïðè ïåðåõîäå ê êîíêðåòíîé ñðåäå ñ îïðåäåëåí-
íîé ñèììåòðèåé ñòðîåíèß â îáùåì ñëó÷àå íå óìåíüøàåòñß. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíîé ñðåäû â ÷èñëî àðãóìåíòîâ òåíçî-
ðîâ C˜
D
ijkl (; ) , h˜kij (; ) , β˜
ε
kl (; ), êðîìå òåíçîðîâ (2.8), íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü
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òåíçîðû, îïðåäåëßþùèå ñèììåòðèþ ýòîé ñðåäû [157]. Îïðåäåëßþùèå
òåíçîðû òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè ìîãóò áûòü âûáðàíû, íàïðèìåð, â
îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: δij , δ3i èëè δi1δj1 + δi2δj2, δ3i. À òàê êàê
ãðóïïà ñèììåòðèè òåíçîðîâ C˜
D
ijkl (; ) , h˜kij (; ) , β˜
ε
kl (; ) ßâëßåòñß ïåðåñå÷å-
íèåì ãðóïï ñèììåòðèè òåíçîðîâ, îïðåäåëßþùèõ ñðåäó, è ïåðåìåííûõ
òåíçîðîâ (2.8), òî âíå çàâèñèìîñòè îò ñèììåòðèè ñðåäû â (2.13) â îáùåì
ñëó÷àå âõîäßò 21 êîýôôèöèåíò C˜
D
ijkl (; ), 18 êîýôôèöèåíòîâ h˜kij (; ) è 6
êîýôôèöèåíòîâ β˜εkl (; ).
Â ñâßçè ñ ýòèì äëß êîìïëåêñíîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèß àìïëèòóäíûõ
óðàâíåíèé (2.13) èëè (2.15) ââåäåì íàçâàíèå êîìïëåêñíîñòü àìïëèòóä-
íûõ óðàâíåíèé â øèðîêîì ñìûñëå â îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî â ìåõàíè-
êå êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ïîä íàçâàíè-
åì êîíöåïöèß àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé. Ýòà êîí-
öåïöèß ïðåäïîëàãàåò ïîëíóþ àíàëîãèþ íåëèíåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâ-
íåíèé ñ àìïëèòóäíûìè îïðåäåëßþùèìè óðàâíåíèßìè ëèíåéíîé òåî-
ðèè ñ òåì ëèøü ðàçëè÷èåì, ÷òî êîìïëåêñíûå ìîäóëè (êîýôôèöèåíòû)







k . Òàê, äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðåäïîëàãàåòñß âîçìîæíîñòü îïèñàíèß îäíî÷àñòîò-
íîãî ïðèáëèæåíèß êîëåáàíèé àìïëèòóäíûìè óðàâíåíèßìè ñ äåñßòüþ
àìïëèòóäíî-çàâèñèìûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïßòü èç êî-
òîðûõ ìåõàíè÷åñêèå, òðè  ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è äâà  äèýëåêòðè÷å-
ñêèå.
Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ñîîòíîøåíèß ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðî-
ùåíèß ïîçâîëßþò ïîëó÷èòü óðàâíåíèß êîíöåïöèè àìïëèòóäíî-
çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé. Îáîñíîâàíèþ ýòîãî âûâîäà ïîñâßùåí
ìàòåðèàë äàííîé è ñëåäóþùåé ãëàâ. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ââèäó
èñïîëüçîâàíèß ñîîòíîøåíèé îáùåé êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ýëåê-
òðîâßçêîóïðóãîñòè âñå ôèãóðèðóþùèå â äàííîì ïàðàãðàôå ôóíêöèè
ïåðåìåííûõ (2.8) ïðåäïîëàãàþòñß ðàçëîæèìûìè â ñòåïåííûå ðßäû ïî
ýòèì ïåðåìåííûì.
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çîâàíèåì óñëîâèß èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
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èçâåñòíû äëß øèðîêîãî êëàññà èñòîðèé âíåøíåãî âîçäåéñòâèß, âêëþ-
÷àß ïåðèîäè÷åñêèå, òî ïîëó÷èòü àìïëèòóäíûå îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß
ñ èñïîëüçîâàíèåì óñðåäíåíèß ïî Ãàëåðêèíó (1.192) äîñòàòî÷íî ïðîñòî
è ýòè àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß íå áóäóò òðåáîâàòü êàêîé-ëèáî äîïîëíè-
òåëüíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Òàêîé ïîäõîä îòðàæàåò ñóùíîñòü
ïåðâîé èíòåðïðåòàöèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé [161, 220].
Âìåñòå ñ òåì, åñëè îðèåíòèðîâàòüñß òîëüêî íà êîëåáàòåëüíûå ïðî-
öåññû, íåò íåîáõîäèìîñòè â êîíêðåòèçàöèè îáùèõ îïðåäåëßþùèõ óðàâ-
íåíèé, ïîñêîëüêó îíè ñîäåðæàò çíà÷èòåëüíî áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì
òðåáóåòñß äëß îïèñàíèß ðåàêöèè ìàòåðèàëà íà ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåé-
ñòâèå. Ïîâåäåíèå ëèíåéíîãî ýëåêòðîâßçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, íàïðè-
ìåð, òî÷íî îïèñûâàåòñß â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèßìè
ñ êîìïëåêñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ýòè õàðàêòåðèñòèêè äîïóñêàþò
íåïîñðåäñòâåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ïðèâåäåííûå â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ñîîòíîøåíèß ñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòè
ïîñòðîåíèß çàìêíóòîé òåîðèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé íåëèíåéíîé ýëåê-
òðîâßçêîóïðóãîñòè, â êîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà òàêæå êîí-
êðåòèçèðîâàëèñü áû íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ãàðìîíè÷å-
ñêîå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîå íàãðóæåíèå. Òàêîé ïîäõîä ê óñòàíîâëåíèþ
àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé íàçîâåì, ñëåäóß [220], âòîðîé èíòåðïðåòàöèåé
ýòèõ óðàâíåíèé.
Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó àìïëèòóäû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íà-
ïðèìåð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé σ′ij , σ′′ij è íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëß E′k, E′′k ñ ñàìîãî íà÷àëà ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàþòñß êàê òåí-
çîðíûå è âåêòîðíûå ôóíêöèè êîìïîíåíò äåôîðìàöèè ε′ij , ε′′ij è èíäóêöèè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß D′k, D′′k , ÷àñòîòû è òåìïåðàòóðû (êàê è ðàíüøå, àê-

















































Ôóíêöèè (2.16) äîëæíû óäîâëåòâîðßòü òðåáîâàíèßì èíâàðèàíòíî-
ñòè, îòâå÷àþùèì òèïó ñèììåòðèè ñðåäû, îãðàíè÷åíèßì âòîðîãî çàêîíà
òåðìîäèíàìèêè, óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè àìïëèòóä îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè [220] è, âîçìîæíî, ðßäó óñëîâèé áîëåå
÷àñòíîãî õàðàêòåðà.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìû íå ïðèâßçûâàåìñß ê êàêîé-ëèáî òåîðèè íåóïðó-
ãèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, íàïðèìåð, ê îáùåé êðàòíîèíòå-
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ãðàëüíîé òåîðèè ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè, êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
à ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà íå
çàâèñßò îò òîãî, êàêàß ìåõàíè÷åñêàß ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñß: âßçêîóïðó-
ãàß, óïðóãîïëàñòè÷åñêàß èëè óïðóãîâßçêîïëàñòè÷åñêàß. Åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì ßâëßåòñß ðåàëèçóåìîñòü â ýòîé ñðåäå ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî ñî-
ñòîßíèß âèäà (2.2).
Ïðè âòîðîé èíòåðïðåòàöèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé âîçìîæíû íåñ-
êîëüêî íàïðàâëåíèé ïîñòðîåíèß òåîðèè â çàâèñèìîñòè îò ïîðßäêà óäî-
âëåòâîðåíèß ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå îãðàíè÷åíèßì íà àìïëèòóäíûå
ñâßçè (2.16).
Âîçìîæåí âàðèàíò, êîãäà ñ ñàìîãî íà÷àëà èñïîëüçóþòñß òåîðåìû î
ïðåäñòàâëåíèè òåíçîðíûõ è âåêòîðíûõ ôóíêöèé (2.16) [157], òèï ñèì-
ìåòðèè êîòîðûõ îòâå÷àåò ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè ñðåäû, à çàòåì íà
èñïîëüçóåìûå ïðåäñòàâëåíèß íàêëàäûâàþòñß äðóãèå îãðàíè÷åíèß. Ïðè-
ìåðû òàêîãî ïîñòðîåíèß òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñß â 57 äàííîé ãëàâû.
Åñëè îò ôóíêöèé (2.16) ñíà÷àëà ïîòðåáîâàòü óäîâëåòâîðåíèß óñëî-
âèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè
â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèè ñðåäû, òî êàê ïîêàçûâàåòñß íèæå,
ýòî ïðèâîäèò ê îáùåé ñòðóêòóðå àìïëèòóäíûõ ñâßçåé òèïà óðàâíåíèé
(2.13). Ïîñëå ýòîãî â çàâèñèìîñòè îò ñèììåòðèè ñðåäû ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñß òå èëè èíûå ïðåäñòàâëåíèß, íî óæå íå òåíçîðíûõ ôóíêöèé
(2.16), à òåíçîðîâ  êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (2.13).
Â 3 äàííîé ãëàâû ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèß èíâàðèàíòíîñòè àì-
ïëèòóä îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè è òåîðåìû î
ðàçëîæåíèè âåêòîðíûõ ïîëåé îáîñíîâûâàåòñß âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ÷åðåç ïîòåíöèàëû äëß ïðîèçâîëüíîãî
òèïà ñèììåòðèè ñðåäû (óðàâíåíèß òèïà (2.5) èëè (2.11)). Â ýòîì ñëó-
÷àå îãðàíè÷åíèß, íàêëàäûâàåìûå ñèììåòðèåé ñðåäû, ìîæíî ó÷åñòü òåì
èëè èíûì ïðåäñòàâëåíèåì, íî óæå íå òåíçîðíûõ, à ñêàëßðíûõ ôóíêöèé
òåíçîðíûõ àðãóìåíòîâ òèïà (2.8). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê êëàññè÷åñêî-
ìó ñïîñîáó êîíêðåòèçàöèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, õàðàêòåðíîìó äëß
íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Òàêèå âàðèàíòû ïîñòðîåíèß òåîðèè òàê-
æå ðàññìàòðèâàþòñß â  5  7 äàííîé ãëàâû.
2.2. Îáùàß ñòðóêòóðà àìïëèòóäíûõ îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé â âè-
äå èõ êîìïëåêñíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå (óðàâíåíèß (2.13) è (2.15)) âû-
ñòóïàåò â 1 êàê ñëåäñòâèå óñðåäíåíèß ïî Ãàëåðêèíó ñîîòíîøåíèé îáùåé
êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè è ïîñòóëèðîâàíèß
äëß ßäåð ýòîé òåîðèè ïðèíöèïà âçàèìíîñòè. Ïîñêîëüêó ìàòåðèàëû â
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ýòîé êíèãå âñåãäà ïðåäïîëàãàþòñß íåñòàðåþùèìè è â (1.192) óñðåäíß-
þòñß ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè, óðàâíåíèß (2.13) è (2.15) àâòî-
ìàòè÷åñêè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ñäâèãà âðåìåííî-
ãî àðãóìåíòà, ò.å îòíîñèòåëüíî çàìåíû â (2.2) ωt íà ωt+ϕ. Òî æå ñàìîå
îòíîñèòñß ê ëþáûì àìïëèòóäíûì óðàâíåíèßì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñß êàê
ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß êàêèõ-ëèáî îáùèõ îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé.
Ïðè âòîðîé èíòåðïðåòàöèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé óñëîâèå èíâàðè-
àíòíîñòè çàâèñèìîñòåé (2.16) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî
âðåìåíè ßâëßåòñß îäíèì èç îñíîâíûõ îãðàíè÷åíèé íà ýòè çàâèñèìîñòè.
Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî êîìïëåêñíîñòü àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé â øèðîêîì
ñìûñëå ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì èìåííî ýòîãî óñëîâèß.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå çàâèñèìîñòè (2.16) è ïîòðåáóåì îò íèõ
óäîâëåòâîðåíèß óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß
ñäâèãà ïî âðåìåíè èëè, êàê óæå îòìå÷àëîñü, èíâàðèàíòíîñòè ê çàìåíå
â (2.2) ωt íà ωt + ϕ. Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñèìâîëè÷åñêîì
ìàòðè÷íîì âèäå

























cosϕ − sinϕ 0 0
sinϕ cosϕ 0 0
0 0 cosϕ − sinϕ
0 0 sinϕ cosϕ
 .
Íèæå ñ÷èòàåì ôóíêöèè (2.16) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî
ε′kl, ε
′′
kl, D′k, D′′k . Òîãäà ïóòåì èñêëþ÷åíèß ïàðàìåòðà ϕ ðàâåíñòâà (2.17)
























D′k + iE˜i = 0,
(2.18)
ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèß
σ˜ij = σ′ij + iσ
′′




k , i =
√−1. (2.19)
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D′k = 0, (2.20)
ãäå Φ˜ = Φ1 + iΦ2  êîìïëåêñíîçíà÷íàß ôóíêöèß 18 äåéñòâèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ ε′kl, ε′′kl, D′k, D′′k . Çàïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêóþ ñèñòåìó èëè íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå (2.20),


























kl − ε′′ijε′kl, Γˆijk = ε′ijD′′k − ε′′ijD′k, Γˆkl = D′kD′′l −D′′kD′l (2.22)
ßâëßåòñß ÷àñòíûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèß (2.20).
Âåëè÷èíû (2.21) è (2.22) ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ïîëíûõ àìïëè-























































































Dk è 8 ñäâèãîâ
ôàç, íàïðèìåð, ϕεkl−ϕε11, ϕDk −ϕε11 (âñåãî 17 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ).
Ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ýòèõ 17 ïåðåìåííûõ ßâëßåòñß îáùèì ðåøåíè-
åì óðàâíåíèß (2.20). Âìåñòå ñ òåì, ýòî îáùåå ðåøåíèå â äàëüíåéøåì
óäîáíåå ïðåäñòàâëßòü â âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
Φ˜ = Φ˜
(
Γijkl, Γijk, Γkl, Γˆijkl, Γˆijk, Γˆkl
)
. (2.25)
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Ðàçóìååòñß, ÷òî àðãóìåíòû â (2.25) íå ßâëßþòñß íåçàâèñèìûìè. Íàïðè-
ìåð, ëåãêî óáåäèòüñß â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ
ΓˆijklΓˆpqrs = ΓijpqΓklrs − ΓijrsΓklpq,
ΓˆijkΓˆpqr = ΓijpqΓkr − ΓijrΓpqk,





ijkl (; ) ε˜kl + h˜kij (; ) D˜k, E˜k = h˜
∗
kij (; ) ε˜ij + β˜
ε
kl (;) D˜l, (2.27)
ãäå, êðîìå (2.19), èñïîëüçóþòñß îáîçíà÷åíèß
ε˜kl = ε′kl + iε
′′









ijkl (;) , h˜kij (;) , h˜
∗




= p′ + ip′′,
(2.28)
à êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû C˜
D
ijkl (; ) , h˜kij (; ) , h˜
∗
kij (;) , β˜
ε
kl (; ) ßâëßþò-
ñß ôóíêöèßìè êîìïîíåíò òåíçîðîâ (2.21) è (2.22). Åñëè ïðåäïîëîæèòü
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ýòèõ ôóíêöèé è ïîäñòàâèòü ñîîòíîøåíèß (2.27) â
óðàâíåíèß (2.18), òî ëåãêî óáåäèòüñß, ÷òî ýòè óðàâíåíèß óäîâëåòâîðßþò-
ñß òîæäåñòâåííî. Äëß ýòîãî íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñêàçàííîå îá óðàâíåíèè
(2.20) è åãî îáùåì ðåøåíèè (2.25). Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ C˜
D
ijkl (; ) , h˜kij (; ) , h˜
∗
kij (;) , β˜
ε
kl (; )
ïðåäñòàâëåíèß âåëè÷èí σ˜ij è E˜k â âèäå (2.27) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.18).
Èòàê, åñëè íåêîòîðûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè (2.16) óäîâëå-
òâîðßþò óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà
ïî âðåìåíè (2.17), òî îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå (2.27). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðèíèìàß âî âíèìàíèå èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èí (2.21) è (2.22) îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè, ò.å îòíîñèòåëüíî çàìåíû
ε′kl → ε′kl cosϕ − ε′′kl sinϕ, ε′′kl → ε′kl sinϕ+ ε′′kl cosϕ,
D′k → D′k cosϕ −D′′k sinϕ, D′′k → D′k sinϕ+D′′k cosϕ,
(2.29)
íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñß, ÷òî ôóíêöèè (2.27) óäîâëå-
òâîðßþò óñëîâèþ (2.17).
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Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíâàðèàíòíî-
ñòè ôóíêöèé (2.16) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè ßâ-
ëßåòñß èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (2.27). Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëà-
ãàåòñß äèôôåðåíöèðóåìîñòü êîýôôèöèåíòîâ C˜
D




Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì çàìå÷à-
íèè.
Çàìå÷àíèå 1. Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ ôèçè÷åñêè íåëè-
íåéíûõ ìàòåðèàëîâ êëàññ ìàòåðèàëîâ, íåëèíåéíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ ìîæíî
ñ÷èòàòü "ñèììåòðè÷íûìè"îòíîñèòåëüíî çíàêà âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ. Íà-
ïðèìåð, ìàòåðèàë ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ îäèíàêîâî (ñèììåòðè÷íî)
ðåàãèðóåò íà ðàñòßæåíèå - ñæàòèå èëè, ñêàæåì, íà èçìåíåíèå çíàêà ýëåêòðè-
÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè æå ìàòåðèàëó, êðîìå òîãî, ïðèñóùà çàìåòíàß êâàäðà-
òè÷íàß íåëèíåéíîñòü, òî åãî ðåàêöèß íà ïîäîáíûå âîçìóùåíèß óæå íåñèì-
ìåòðè÷íà.
Íèæå ðàññìàòðèâàþòñß òîëüêî ìàòåðèàëû âûäåëåííîãî êëàññà, êîòîðûå
áóäåì íàçûâàòü ìàòåðèàëàìè ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè.
Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß êîëåáàíèé íåëè-
íåéíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îòðàæàþòñß â çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ èç
(2.27) îò àìïëèòóä è ñäâèãîâ ôàç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, à ìàòåðèàëà ñ
ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè  îò àìïëèòóä è àáñîëþòíûõ âå-
ëè÷èí ñäâèãîâ ôàç. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåëè÷èíû (2.22) â ñèëó (2.23) äîëæíû
âõîäèòü â ÷èñëî àðãóìåíòîâ â âèäå ïðîèçâåäåíèé èëè êâàäðàòîâ. Íî òîãäà
èç (2.26) ñëåäóåò, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèßìè òîëüêî
âåëè÷èí (2.21).
Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëß íà òî, ÷òî ñîîòíîøåíèßìè 1 òàêæå ïðåäïî-
ëàãàþòñß ìàòåðèàëû ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, ïîñêîëü-
êó ïðè óñðåäíåíèè ïî Ãàëåðêèíó îáùèõ êðàòíîèíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè èíòåãðàëû ÷åòíîé êðàòíîñòè ïðîïàäàþò. Ïîýòîìó íà-
áîðû àðãóìåíòîâ (2.8) è (2.21) ñîâïàäàþò.
Ðàçóìååòñß, ñîîòíîøåíèß (2.27) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èñõîäíûõ
è â ñëó÷àå îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß êîëåáàíèé ìàòåðèàëîâ ñ íåñèììåò-
ðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè. Äëß ýòîãî êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíå-
íèé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ôóíêöèßìè íå òîëüêî âåëè÷èí (2.21), íî è âåëè÷èí òèïà
(2.22), ïðîßâëßþùèõ çàâèñèìîñòü îò çíàêà ñäâèãà ôàç. Îäíàêî òàêîå îïèñàíèå
êîëåáàíèé íå áóäåò ïîëíûì áåç ó÷åòà ïîñòîßííûõ ñîñòàâëßþùèõ ýòèõ êîëå-
áàíèé, êîòîðûå ìîãóò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèßíèå íà îñöèëëèðóþùèå
ñîñòàâëßþùèå (2.2) [100].
Èòàê, êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèßõ (2.27) ñ÷èòàåì äàëåå ôóíêöèßìè
êîìïîíåíò òåíçîðîâ (2.21): (; ) = (Γijkl, Γijk, Γkl) .
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Îáðàòèìñß ê âîïðîñó î ñèììåòðèè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Ñèììåòðèß
C˜
D
ijkl (; ) = C˜
D
jikl (; ) = C˜
D
ijlk (; ) ,




ßâëßåòñß åñòåñòâåííîé. ×òî êàñàåòñß ñèììåòðèè
C˜
D
ijkl (; ) = C˜
D
klij (; ) , β˜
ε
kl (; ) = β˜
ε
lk (; ) (2.31)
èëè ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ
h˜kij (; ) = h˜∗kij (; ) , (2.32)
òî, êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, î íèõ íè÷åãî ïîêà ñêàçàòü íåëüçß.
Äëß èññëåäîâàíèß ýòîãî âîïðîñà îáðàòèìñß ê ôóíêöèè äèññèïàöèè (2.7)
D¯ = σ′′ijε
′
ij − σ′ijε′′ij + E′′kD′k − E′kD′′k . (2.33)
Åñëè çàïèñàòü âûðàæåíèå äëß ýòîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.18),
















êàê ôóíêöèß íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ε′kl, ε′′kl, D′k, D′′k , óäîâëåòâîðß-












D′k = 0. (2.35)
Ýòîìó æå óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðßåò è ôóíêöèß D¯. Äëß ýòîãî ñëåäóåò
çàïèñàòü ñ ó÷åòîì (2.18) âûðàæåíèå äëß U¯ (2.34).
Çàìå÷àíèå 2.Îòìå÷åííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèß ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.18)
óäîáíî ïðîâîäèòü â êîìïëåêñíîé çàïèñè, åñëè ââåñòè êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíê-
öèþ (1.188)
Φ˜ = σ˜ij¯˜εij + E˜k
¯˜Dk (2.36)
è ó÷åñòü, ÷òî
ImΦ˜ = D¯, ReΦ˜ = U¯ . (2.37)
Òîãäà, èñïîëüçóß â (2.36) ðàâåíñòâà (2.18), ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ (2.20).
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Ôóíêöèþ (2.34) U¯ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé íàêîïëåíèß. Ýíåðãåòè-
÷åñêîå ñîäåðæàíèå ýòîé ôóíêöèè ðàñêðûâàåòñß â ãë. 4.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè äèññèïàöèè è íàêîïëåíèß óäîâëåòâîðßþò äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.20), òî äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷-
íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè îíè, êàê è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé
(2.27), ßâëßþòñß ôóíêöèßìè âèäà
D¯ = D¯ (Γijkl, Γijk, Γkl) , U¯ = U¯ (Γijkl, Γijk, Γkl) . (2.38)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûäåëßß â óðàâíåíèßõ (2.27) äåéñòâèòåëüíûå è
ìíèìûå ÷àñòè è èñïîëüçóß èõ â ñîîòíîøåíèßõ (2.33) è (2.34), ìîæíî
çàïèñàòü
D¯ = D¯1 + D¯2, U¯ = U¯1 − U¯2, (2.39)
ãäå ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (2.21) è (2.22)
D¯1 = C
D′′
ijkl (; ) Γijkl +
(




Γijk + β′′kl (; ) Γkl,
D¯2 = C
D′
ijkl (; ) Γˆijkl +
(




Γˆijk + β′kl (; ) Γˆkl,
U¯1 = C
D′
ijkl (; ) Γijkl +
(




Γijk + β′kl (; ) Γkl,
U¯2 = C
D′′
ijkl (; ) Γˆijkl +
(




Γˆijk + β′′kl (; ) Γˆkl.
(2.40)
Çàìå÷àíèå 3. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè (2.29) ïîë-
íûå àìïëèòóäû äåôîðìàöèé ◦εij è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß
◦
Dk (2.24)
íå èçìåíßþòñß, à ôàçû ϕεij è ϕ
D
k ìåíßþòñß ñîîòâåòñòâåííî íà ϕεij+ϕ è ϕ
D
k +ϕ.
Íàðßäó ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (2.29), ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ âèäà
ε′kl → ε′kl cosϕ+ ε′′kl sinϕ, ε′′kl → ε′kl sinϕ− ε′′kl cosϕ,
D′k → D′k cosϕ+D′′k sinϕ, D′′k → D′k sinϕ−D′′k cosϕ.
(2.41)
Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå ñëåäóåò èç (2.29) íè ïðè êàêîì ϕ .
Ïðåîáðàçîâàíèå (2.41) òàêæå íå èçìåíßò ïîëíûõ àìïëèòóä äåôîðìàöèé ◦εij è
èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß
◦
Dk. ×òî êàñàåòñß ôàç ϕεij è ϕ
D
k , òî îíè ìåíß-
þòñß ñîîòâåòñòâåííî íà −ϕεij + ϕ è −ϕ
D
k + ϕ.
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû (2.21) â ñèëó (2.23) îïðåäåëßþòñß êîñèíóñàìè ñäâè-
ãîâ ôàç, òî îíè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèß (2.41) íå èçìåíßþòñß. Â ýòîì
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ìîæíî óáåäèòüñß è íåïîñðåäñòâåííî, ïîäñòàâëßß (2.41) â (2.21). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ôóíêöèè äèññèïàöèè è íàêîïëåíèß (2.38), êàê ôóíêöèè àðãóìåíòîâ (2.21),
èíâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.41). Òî æå ñàìîå îòíîñèòñß è ê êîýôôè-
öèåíòàì CD
′
ijkl (; ), C
D′′
ijkl (; ), h′kij (; ), h′′kij (; ), h∗
′
kij (; ), h∗
′′
kij (; ), β′kl (; ), β′′kl (; ) â
ñîîòíîøåíèßõ (2.40). ×òî êàñàåòñß âåëè÷èí (2.22) Γˆijkl, Γˆijk è Γˆkl, ôèãóðè-
ðóþùèõ â (2.40), òî îíè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèß (2.41) ìåíßþò çíàê íà
ïðîòèâîïîëîæíûé.
Â ñèëó èçëîæåííîãî, ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (2.39) è ïåðâûå ñëàãà-
åìûå ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ ðàâåíñòâ íå èçìåíßþòñß ïðè çàìåíå (2.41),
òîãäà êàê âòîðûå ñëàãàåìûå D¯2 è U¯2 ïðàâûõ ÷àñòåé ìåíßþò çíàê íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé. Ïîýòîìó, òðåáóß îäíîçíà÷íóþ îïðåäåëèìîñòü ôóíêöèé
íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (2.38) ñâîèìè àðãóìåíòàìè, ñëåäóåò ïîëîæèòü
D¯2 = 0, U¯2 = 0. (2.42)




ijkl (; ) = C
D′
klij (; ) , h
′
kij (; ) = h
∗
kij
′ (; ) , β′kl (; ) = β
′
lk (; ) ;
C
D′′
ijkl (; ) = C
D′′
klij (; ) , h
′′
kij (; ) = h
∗
kij
′′ (; ) , β′′kl (; ) = β
′′
lk (; ) .
(2.43)
Ýòè óñëîâèß ôèãóðèðóþò â 1 êàê ñëåäñòâèß ïðåäïîëîæåíèß äëß ßäåð
êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè óñëîâèé âçàèìíîñòè. Çäåñü æå îíè äîëæíû
ïîñòóëèðîâàòüñß íåçàâèñèìî.
Èòàê, ìû ñíîâà, íî óæå âî âòîðîé èíòåðïðåòàöèè, ïîëó÷àåì îáùóþ
ñòðóêòóðó àìïëèòóäíûõ îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé â âèäå èõ êîìïëåêñ-
íîñòè â øèðîêîì ñìûñëå [107]:
σ˜ij = C˜
D
ijkl (; ) ε˜kl + h˜kij (; ) D˜k,
E˜k = h˜kij (; ) ε˜ij + β˜εkl (; ) D˜l.
(2.44)
Åñòåñòâåííî, âñå ñêàçàííîå îá óðàâíåíèßõ (2.44) â 1 îñòàåòñß â ñèëå.
Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé, êàê è
ôóíêöèè (2.38), íå îáßçàòåëüíî äîëæíû ðàçëàãàòüñß â ñòåïåííûå ðßäû
ïî ïåðåìåííûì (2.21).
Çàìå÷àíèå 4. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèßõ (2.44)
ïîñòîßííû, à óñëîâèß (2.43) ßâëßþòñß íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî è íåîáõî-
äèìûìè äëß âûïîëíåíèß ðàâåíñòâ (2.42). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà
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àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß óñëîâèåì èõ èíâàðèàíòíî-
ñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè.
2.3. Ê àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòàì ïðèõîäèì è â ñëó÷àå äðóãèõ íà-

















































è ïîòðåáóåì îò íèõ óäîâëåòâîðåíèß óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñß èç (2.17)
ïóòåì ôîðìàëüíîé çàìåíû
E′k ↔ D′k, E′′k ↔ D′′k . (2.46)
























E′k + iD˜j = 0.
(2.47)
Ðàñïèñàâ ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (2.47) âûðàæåíèå äëß äèññèïàòèâíîé








ij −D′kE′k −D′′kE′′k . (2.48)
(àìïëèòóäíûé àíàëîã ýëåêòðè÷åñêîé ýíòàëüïèè).
Äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß D¯ è ôóíêöèß H¯, êàê ôóíêöèè íåçàâèñè-













E′k = 0 (2.49)

















































Çàìå÷àíèå 5. Çäåñü òàêæå óäîáíî ïðîâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèß ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ðàâåíñòâ (2.47) â êîìïëåêñíîé çàïèñè, ââåäß ôîðìàëüíî êîìïëåêñ-
íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ
F˜ = σ˜ij¯˜εij − D˜k ¯˜Ek, ImF˜ = D¯, ReF˜ = H¯. (2.52)
Àíàëîãè÷íî âûøåèçëîæåííîìó ïîêàçûâàåòñß, ÷òî íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè ôóíêöèé (2.45) îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè ßâëßåòñß èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
σ˜ij = C˜
E
ijkl (; ) ε˜kl + e˜
∗
kij (; ) E˜k,




ijkl (; ), e˜∗kij (; ), e˜kij (; ), µ˜εkl (; ) äëß ìà-
òåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ßâëßþòñß ôóíê-
öèßìè àðãóìåíòîâ (2.50) è ïðåäïîëàãàþòñß äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî
ýòèì àðãóìåíòàì.






ijkl (; ) , e˜
∗




= p′ + ip′′ (2.54)
è èñïîëüçóß ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèß â âûðàæåíèè äëß ôóíêöèè äèñ-
ñèïàöèè D¯ (2.33) è ôóíêöèè H¯ (2.48), ïîëó÷àåì




ijkl (; ) Γijkl −
(



























]− µ′kl (; ) [E′kE′′l − E′′kE′e] ,
H¯1 = C
E′
ijkl (; ) Γijkl −
(

























]− µ′′kl (; ) [E′kE′′l − E′′kE′l ] .
(2.56)
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Êàê è âûøå, òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèé D¯ è H¯ ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâàì
D¯2 = 0, H¯2 = 0, (2.57)




ijkl (; ) = C
E′
klij (; ) , e
∗′
kij (; ) = −e′kij (; ) , µ′kl (; ) = µ′lk (; ) ;
C
E′′
ijkl (; ) = C
E′′
klij (; ) , e
∗′′
kij (; ) = −e′′kij (; ) , µ′′kl (; ) = µ′′lk (; ) .
(2.58)
Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ïðèíèìàþò âèä
σ˜ij = C˜
E
ijkl (; ) ε˜kl − e˜kij (; ) E˜k,
D˜k = e˜kij (; ) ε˜ij + µ˜εkl (; ) E˜e.
(2.59)
Îñòàåòñß â ñèëå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé òåîðèè.




ijkl (; ) Γijkl − 2e′′kij (; ) Γ
E





ijkl (; ) Γijkl − 2e′kij (; ) Γ
E




 3. Ïðåäñòàâëåíèå àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ÷åðåç ïîòåíöè-
àëû
Ïðåäñòàâëåííûå â  1 àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (óðàâ-
íåíèß (2.5) è (2.11)) ïîëó÷åíû â ðàáîòå [115] êàê ðåçóëüòàò óñðåäíå-
íèß ïî Ãàëåðêèíó ñîîòíîøåíèé îáùåé êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ýëåê-
òðîâßçêîóïðóãîñòè â ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíèß äëß ßäåð ýòîé òåî-
ðèè ïðèíöèïà âçàèìíîñòè [45]. Ïîñëåäíåå óñëîâèå íàêëàäûâàåò äîâîëü-
íî æåñòêèå îãðàíè÷åíèß íà àìïëèòóäíûå ïîòåíöèàëû â âèäå ðàâåíñòâ
(2.12).
Â äàííîì ïàðàãðàôå âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèß àìïëèòóäíûõ óðàâ-
íåíèé ÷åðåç ïîòåíöèàëû èññëåäóåòñß ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîé èíòåð-
ïðåòàöèè ýòèõ óðàâíåíèé, êîãäà àìïëèòóäû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,
íàïðèìåð, íàïðßæåíèé σ′ij , σ′′ij è íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß
E′k, E′′k (2.16) ñ ñàìîãî íà÷àëà ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàþòñß êàê òåíçîð-
íûå è âåêòîðíûå ôóíêöèè êîìïîíåíò äåôîðìàöèè ε′kl, ε′′kl è èíäóêöèè
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ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß D′k, D′′k . Çàòåì èñïîëüçóåòñß óñëîâèå èíâàðèàíòíî-
ñòè àìïëèòóäíûõ ñâßçåé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðå-
ìåíè (2.17) è ñëåäóþùàß òåîðåìà î ðàçëîæåíèè âåêòîðíûõ ïîëåé.
Òåîðåìà. Ïóñòü ~X  ýëåìåíò N -ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà






































































)⊗ ~X = 0.
(2.62)












êîòîðîå ïîëó÷àåòñß èç (2.61), åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó ~X íà λ ~X è âîñ-





Îáðàòèìñß ê ðàâåíñòâàì (2.33) è (2.34)
σ′′ijε
′























l ) . (2.65)
Ïîñêîëüêó íà àìïëèòóäíûå çàâèñèìîñòè (2.16) íàêëàäûâàåòñß óñëî-
âèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè,
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ôóíêöèè äèññèïàöèè D¯ è íàêîïëåíèß U¯ , ôèãóðèðóþùèå â ïðàâûõ ÷à-














σ′′ij ,−σ′ij , E′′k ,−E′k
)
. Òîãäà
















































k = 0. (2.68)
Ïîäñòàâëßß (2.66) â óðàâíåíèå (2.65), ïîëó÷àåì
−D′′ijε′ij +D′ijε′′ij −R′′kD′k +R′kD′′k = U¯ (ε′kl, ε′′kl, D′l, D′′l ) . (2.69)













(−D′′ij , D′ij ,−R′′k , R′k) è ñíîâà âîñ-
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(ñì. (2.9)) è ïîýòîìó òàêæå óäîâëåòâîðßåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ (2.20).
Îáúåäèíßß (2.66) è (2.70), ïîëó÷àåì ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
















































ij − g′ijε′′ij + g′′kD′k − g′kD′′k = 0,
(2.73)
ïðè÷åì ïåðâîå èç íèõ ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì òåîðåìû, ïðèìåíåííîé ê
óðàâíåíèþ (2.69), à âòîðîå  ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé (2.68), (2.70) è (2.20).
Ïîäñòàâèì óðàâíåíèß (2.72) â (2.64) è (2.65), ó÷èòûâàß ïðè ýòîì ðà-
âåíñòâà (2.20) è (2.73). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèß äëß ôóíêöèé

































k â óðàâíåíèßõ (2.72) ßâëßþòñß áåçìîùíîñòíûìè. Îíè íå äà-
þò íèêàêîãî âêëàäà íè â ôóíêöèþ äèññèïàöèè, íè â ôóíêöèþ íàêîïëå-
íèß. Èñïîëüçóß òðåòüå èç ñîîòíîøåíèé (2.62) è óñëîâèß èíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå (2.18), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèßìè ðàâåíñòâ
g′ij = 0, g
′′
ij = 0, g
′
k = 0, g
′′
k = 0 (2.75)
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Äèôôåðåíöèðóß ðàâåíñòâà (2.76), ëåãêî óáåäèòüñß, ÷òî ýòè óñëîâèß ßâ-
ëßþòñß è íåîáõîäèìûìè.
Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëß
äðóãèõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ñîîòâåòñòâóþùàß êîíñåðâà-
òèâíàß õàðàêòåðèñòèêà, êàê îòìå÷àëîñü â 2, íàõîäèòñß ïóòåì ðàñïèñû-
âàíèß âûðàæåíèß äëß ôóíêöèè äèññèïàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óñëîâèé èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâè-
ãà ïî âðåìåíè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàâèñè-
ìîñòåé (2.45) ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
σ′′ijε
′







ij −D′kE′k −D′′kE′′k = H¯ (ε′kl, ε′′kl, E′l , E′′l ) ,
(2.78)
ãäå ôóíêöèè D¯ è H¯ óäîâëåòâîðßþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ









































































































Â îáùåì ñëó÷àå ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.78) ñîäåðæèò ñëàãàå-
ìûå, àíàëîãè÷íûå ôóíêöèßì g′ij , g′′ij , g′k, g′′k â óðàâíåíèßõ (2.72). Îäíà-
êî îíè òàêæå íå äàþò íèêàêîãî âêëàäà â äèññèïàòèâíóþ D¯ è êîíñåðâà-
òèâíóþ H¯ õàðàêòåðèñòèêè. Ñêàçàòü ÷òî-ëèáî áîëüøå îá ýòèõ ôóíêöèßõ,
êàê è î ôóíêöèßõ g′ij , g′′ij , g′k, g′′k èç (2.72), íåëüçß.
Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî åñëè àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ïîëó÷àþòñß êàê
ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß ïî Ãàëåðêèíó (ïåðâàß èíòåðïðåòàöèß àìïëèòóä-
íûõ óðàâíåíèé) êàêèõ-ëèáî îáùèõ îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé, óñëîâèå
èíâàðèàíòíîñòè àìïëèòóä îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïî âðåìåíè âûïîëíßåò-
ñß àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âûïîëíå-
íèè óñëîâèé ñèììåòðèè òèïà (2.77) è (2.80). Åñëè â êà÷åñòâå îáùèõ âû-
ñòóïàþò êðàòíîèíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèß ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè, äëß
ßäåð êîòîðûõ ïîñòóëèðóåòñß ïðèíöèï âçàèìíîñòè, ðàâåíñòâà (2.77)














ùèåñß äîñòàòî÷íûìè, íî íå íåîáõîäèìûìè äëß ðàâåíñòâ (2.77). Ïîýòîìó
óñëîâèß ñèììåòðèè (2.77), êàê ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûå, äîïóñêàþò áîëåå
øèðîêèé êëàññ àìïëèòóäíûõ çàâèñèìîñòåé, ïðåäñòàâèìûõ â ïîòåíöèà-
ëàõ, ÷åì ïðåäïîëîæåíèå î âûïîëíåíèè "ïðèíöèïà âçàèìíîñòè"äëß ßäåð
îáùåé êðàòíîèíòåãðàëüíîé òåîðèè ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè.
Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ î ñèììåòðèè òèïà (2.77) èëè (2.80), êàê è
âîïðîñ î âûïîëíåíèè ïðèíöèïà âçàèìíîñòè â îáùåé òåîðèè, îñòàåòñß
îòêðûòûì. Íåñìîòðß íà ýòî, ëþáûå àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß, ïîëó÷àå-
ìûå êàê ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß ïî Ãàëåðêèíó îáùèõ óðàâíåíèé, äîïóñêà-
þò âûäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòè. Îñòàâøèåñß ÷ëåíû ýòèõ óðàâíåíèé
òèïà ôóíêöèé g′ij , g′′ij , g′k, g′′k â (2.72) íå áóäóò âëèßòü íà äèññèïàöèþ è
íàêîïëåíèå è ïîýòîìó, êàê ýòî äåëàåòñß â ïîäîáíûõ ñëó÷àßõ â êëàññè-
÷åñêîé êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêå, ìîãóò áûòü îòáðîøåíû.
Ó÷èòûâàß â óðàâíåíèßõ (2.76) è (2.79) çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëîâ îò
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ïåðåìåííûõ òèïà (2.38) è (2.51), ëåãêî ïîëó÷èòü àìïëèòóäíûå óðàâíå-
íèß â âèäå (2.44) è (2.59).
Ïîñòóëèðóåìàß â 2 ñèììåòðèß êîýôôèöèåíòîâ ïî èíäåêñàì â äàí-
íîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðßåòñß àâòîìàòè÷åñêè.
Â ëèíåéíîì ñëó÷àå óðàâíåíèß (2.76) è (2.79) ßâëßþòñß òî÷íûìè.
Ïðèâåäåííûå â ýòîì è ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ðåçóëüòàòû ïîëó÷å-
íû âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè ñðåäû. Ïðè èõ
èñïîëüçîâàíèè äëß ñðåä ñ êîíêðåòíîé ñèììåòðèåé ñòðîåíèß ìîæíî èñ-
õîäèòü èç òåõ èëè èíûõ ïðåäñòàâëåíèé òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-
íåíèé (2.44) è (2.59) èëè ïðåäñòàâëåíèé ñêàëßðíûõ ôóíêöèé òåíçîðíûõ
àðãóìåíòîâ â óðàâíåíèßõ (2.76) è (2.79). Âìåñòå ñ òåì, ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëßþò òàêèå àìïëèòóäíûå îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß, êî-
òîðûå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ êîíöåïöèè àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ
êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé (õàðàêòåðèñòèê), îïèñàííîé â êîíöå 1. Â ñâßçè
ñ ýòèì äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà áóäåò ïîä÷èíåíî âûßñíåíèþ
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ýòà êîíöåïöèß... èìååò ìåñòî.
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Âñå ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ îáùèå ñîîòíîøåíèß îñòà-
þòñß â ñèëå è äëß íåóïðóãèõ ïàññèâíûõ (íåïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ) ìàòå-
ðèàëîâ. Ïðè ýòîì, åñëè èíòåðåñîâàòüñß òîëüêî ìåõàíèêîé, â ýòèõ ñîîò-
íîøåíèßõ íåîáõîäèìî îòáðîñèòü ýëåêòðè÷åñêèå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå
âåëè÷èíû. Ïðèâåäåì ñâîäêó îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé.
Îäíî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé

















êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî






kl) cosϕ− σ′′ij (ε′kl, ε′′kl) sinϕ =
= σ′ij (ε
′














kl cosϕ− ε′′kl sinϕ, ε′kl sinϕ+ ε′′kl cosϕ) ,
(2.84)
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êîòîðûå ïóòåì èñêëþ÷åíèß ïàðàìåòðà ϕ è â ïðåäïîëîæåíèè äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè ôóíêöèé (2.83) ñâîäßòñß ê ïåðâîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
















Ôóíêöèè äèññèïàöèè è íàêîïëåíèß
D¯ = σ′′ijε
′
ij − σ′ijε′′ij , U¯ = σ′ijε′ij + σ′′ijε′′ij , (2.86)







ε′′kl = 0 (2.87)































Ôóíêöèè (2.88) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî
âðåìåíè, ò. å. çàìåíû
ε′kl → ε′kl cosϕ− ε′′kl sinϕ, ε′′kl → ε′kl sinϕ+ ε′′kl cosϕ, (2.90)
à òàêæå îòíîñèòåëüíî çàìåíû (2.41)
ε′kl → ε′kl cosϕ+ ε′′kl sinϕ, ε′′kl → ε′kl sinϕ− ε′′kl cosϕ, (2.91)
êîòîðàß èç (2.90) íå ñëåäóåò.
Â ðåçóëüòàòå çàìåíû (2.90) ïîëíûå àìïëèòóäû
◦
εij äåôîðìàöèé íå èç-
ìåíßþòñß, à ôàçû ϕεij äåôîðìàöèé ìåíßþòñß íà ϕεij + ϕ. Çàìåíà (2.91)
òàêæå íå èçìåíßåò àìïëèòóä äåôîðìàöèé
◦
εij . ×òî êàñàåòñß ôaç äå-
ôîðìàöèé ϕεij , òî îíè ìåíßþòñß íà −ϕεij + ϕ. Ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå
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çàìåíû (2.91) ðàñêðûâàåòñß òåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ôóíêöèé äèññèïàöèè
è íàêîïëåíèß (2.88) îò ôàç êîëåáàíèé ϕεij ðåàëèçóåòñß â âèäå çàâèñèìî-




, êîòîðûå ïðè çàìåíå
(2.91) íå èçìåíßþòñß.
Äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè îáùàß
ñòðóêòóðà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé â âèäå èõ êîìïëåêñíîñòè â øèðîêîì
ñìûñëå
σ˜ij = C˜ijkl (; ) ε˜kl, C˜ijkl (; ) = C ′ijkl (; ) + iC
′′
ijkl (; ) , (2.92)
ãäå C ′ijkl (; ), C ′′ijkl (; )  ôóíêöèè àðãóìåíòîâ (2.89), ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì
óñëîâèß èíâàðèàíòíîñòè çàâèñèìîñòåé (2.83) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè è ïîñòóëèðîâàíèß ñèììåòðèè
C ′ijkl (; ) = C
′
klij (; ) , C
′′
ijkl (; ) = C
′′
klij (; ) . (2.93)
Â ëèíåéíîì ñëó÷àå (ñì. çàìå÷àíèå 4 2) ñòðóêòóðà àìïëèòóäíûõ óðàâ-
íåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè.
Îñòàåòñß â ñèëå âñå ñêàçàííîå â 3 îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèß àì-
ïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ÷åðåç ïîòåíöèàëû.
Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå äâóõ óðàâíåíèé
σ′′ijε
′
ij − σ′ijε′′ij ,= D¯ (ε′kl, ε′′kl) , σ′ijε′ij + σ′′ijε′′ij ,= U¯ (ε′kl, ε′′kl) (2.94)














+ g′′ij . (2.95)
Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè â (2.94) óäîâëåòâîðßþò äèôôåðåíöèàëüíîìó























òî U è D òàêæå óäîâëåòâîðßþò óðàâíåíèþ (2.87).
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ßâëßþòñß áåçìîùíîñòíûìè. Îíè íå äàþò âêëàäà íè â äèññèïàöèþ, íè
â íàêîïëåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ò. å. óäîâëåòâîðßþò ðàâåíñòâàì
g′′ijε
′
ij − g′ijε′′ij = 0, g′ijε′ij + g′′ijε′′ij = 0. (2.98)






























×òîáû óáåäèòüñß â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü êàæäîå èç






























































Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñß, ÷òî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (2.100) âëå÷åò çà
ñîáîé àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (2.99).
Ñêàçàòü ÷òî-ëèáî áîëüøå î ñîñòàâëßþùèõ g′ij è g′′ij â (2.95) íåëüçß,
ðàçâå òîëüêî òî, ÷òî îíè óäîâëåòâîðßþò äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ßì (2.85).
Åñëè â óðàâíåíèßõ (2.95) ïðè g′ij = 0 è g′′ij = 0 ó÷åñòü çàâèñèìîñòü
ïîòåíöèàëîâ îò àðãóìåíòîâ (2.89), ïðèäåì ê àìïëèòóäíûì óðàâíåíèßì
(2.92) ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûïîëíåíèåì ñèììåòðèè ïî èíäåêñàì (2.93).
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êîòîðûé, î÷åâèäíî, èìååò òàêèå ñâîéñòâà:
A [u± v] = A [u]±A [v] , A [uv] = A [u] v + uA [v] ,
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Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ïðèâîäßòñß ïðèìåðû ïîñòðîåíèß
çàìêíóòûõ àìïëèòóäíûõ òåîðèé äëß êîíêðåòíûõ ñðåä. Ïåðâûì, êàê
íàèáîëåå ïðîñòîé, ðàññìàòðèâàåòñß ñëó÷àé íåóïðóãîãî èçîòðîïíîãî ìà-
òåðèàëà, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ïüåçîàêòèâíûì íå ßâëßåòñß. Èçîòðîï-
íûå ìàòåðèàëû øèðîêî èñïîëüçóþòñß â êà÷åñòâå ñîñòàâíûõ ýëåìåíòîâ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå
â äàííîì ïàðàãðàôå îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ñòðóêòóðå àìïëèòóä-
íûõ óðàâíåíèé íå ßâëßþòñß íîâûìè è õîðîøî èçâåñòíû â ëèòåðàòóðå
[148, 149, 161, 220 è äð.], îäíàêî ïîëó÷åíû âñëåäñòâèå äðóãèõ ñîîáðà-
æåíèé, â ÷àñòíîñòè, áåç ïðèâëå÷åíèß ãèïîòåçû î ïðîñòûõ ñîñòîßíèßõ
[148].
5.1. Â äàííîì ïóíêòå â êà÷åñòâå èñõîäíûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü àì-
ïëèòóäíûå óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (2.95), ïðåíåáðåãàß â íèõ áåçìîù-
íîñòíûìè ñîñòàâëßþùèìè. Äëß óïðîùåíèß âûêëàäîê ïåðåïèøåì ýòè
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ãäå
U˜ = U + iD, σ˜ij = σ′ij + iσ
′′
ij . (2.107)
Ïîòåíöèàëû U è D , êàê è ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè U¯ è D¯,







ε′′kl = 0 (2.108)






















kl − ε′′ijε′kl. (2.110)
Âåëè÷èíû (2.110) íå ßâëßþòñß íåçàâèñèìûìè è ñâßçàíû ïåðâûì èç
ðàâåíñòâ (2.26). Äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîé-
ñòâàìè çàâèñèìîñòè (2.109) óïðîùàþòñß (ñì. çàìå÷àíèå 1  2):
U = U (Γijkl) , D = D (Γijkl) . (2.111)
Ïîñêîëüêó U è D  ñêàëßðû, èõ çàâèñèìîñòü îò òåíçîðîâ (2.110) ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíà òîëüêî ÷åðåç ñîâìåñòíûå èíâàðèàíòû ýòèõ òåí-
çîðîâ, îòâå÷àþùèõ òîìó èëè èíîìó òèïó ñèììåòðèè ñðåäû. Âìåñòå ñ
òåì, ñòðóêòóðà òåíçîðîâ (2.110) òàêîâà, ÷òî ïîçâîëßåò ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèè U è D êàê ñêàëßðíûå ôóíêöèè äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ
âòîðîãî ðàíãà ε′ij , ε′′ij è â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ýòèõ ôóíêöèé èñïîëüçî-
âàòü ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ε′ij è
ε′′ij , îòâå÷àþùèõ òèïó ñèììåòðèè ñðåäû. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
îò ôóíêöèé U è D íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü óäîâëåòâîðåíèß äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.108). Ïåðåéäåì ê èçîòðîïíûì ìàòåðèàëàì. Èç
âñåâîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ε′ij è ε′′ij , îòâå÷àþùèõ
















Äàëåå íàì áóäåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü èíâàðèàíòû (2.112) â âèäå
I1 = ε′kk, I2 = ε
′′



















ji − ε′′ijε′′ji. (2.113)
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Ôóíêöèè U è D, êàê ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ (2.113), äîëæíû óäîâëåòâî-



































I5 − 2 ∂Φ
∂I5
I4 = 0. (2.115)
Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíò I3, êàê àðãóìåíò ôóíêöèè Φ, ôèãóðèðóåò â






























I4 − 2I1I2I5. (2.118)





çàâèñßò îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ J1, J2, J3 è J4:
U = U (J1, J2, J3, J4) , D = D (J1, J2, J3, J4) . (2.120)





Γiijj , J2 =
1
2
Γijij , J3 = 2ΓiiklΓkljj − ΓiijjΓklkl, (2.121)
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J4 = 2ΓijkkΓˆllij . (2.122)
Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèßì (2.106), â êîòîðûõ ó÷òåì çàâèñèìîñòè (2.120).




































ε˜ij = ε′ij + iε
′′
ij . (2.124)
Èç (2.123) ñëåäóåò, ÷òî â èçîòðîïíîì ñëó÷àå óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ
(2.106) äîïóñêàþò êîíöåïöèþ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ õàðàêòåðèñòèê òî-



















Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (2.126)  ýòî èçâåñòíûå èç òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî óñëîâèß Êîøè-Ðèìàíà àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè
U + iD îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà J3 + iJ4.
















Äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ïîòåíöè-
àëû èìåþò âèä (2.111) è ïîýòîìó èíâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.91).
Èç (2.121) è (2.122) âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß àðãó-
ìåíòû J1, J2 è J3 îñòàþòñß ïîñòîßííûìè, òîãäà êàê àðãóìåíò J4 ìåíßåò
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïîýòîìó òðåáóåì
U˜ (J1, J2, J3,−J4) = U˜ (J1, J2, J3, J4) . (2.128)
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: äëß èçîòðîïíûõ ìà-
òåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèß â ïî-













äîïóñêàþò êîìïëåêñíóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèß
σ˜ij = λ˜ (; ) ε˜kkδij + µ˜ (; ) ε˜ij (2.131)
ñ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûìè êîìïëåêñíûìè ìîäóëßìè λ˜ (; ) è µ˜ (; ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîòåíöèàëû U è D ßâëßþòñß ôóíêöèßìè âèäà
U = U (J1, J2) , D = (J1, J2) . Ïðè ýòîì
λ˜ (; ) =
∂U˜
∂J1
, µ˜ (; ) =
∂U˜
∂J2
, U˜ = U + iD (2.132)







Ýêñïåðèìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò ôóíêöèè íàêîïëåíèß è
äèññèïàöèè










ij − σ′ijε′′ij , (2.134)










, Φ¯ = U¯ + iD¯. (2.135)
Ëèíåéíóþ òåîðèþ ïîëó÷àåì, êîãäà ôóíêöèè (2.134) àïïðîêñèìèðóþòñß
ëèíåéíûìè ôóíêöèßìè èíâàðèàíòîâ J1 è J2.
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5.2. Â äàííîì ïóíêòå ïðèâîäèòñß ïðèìåð ïîñòðîåíèß çàìêíóòîé àì-
ïëèòóäíîé òåîðèè, êîãäà â êà÷åñòâå èñõîäíûõ âûñòóïàþò òå èëè èíûå
ïðåäñòàâëåíèß òåíçîðíûõ ôóíêöèé, òèï ñèììåòðèè êîòîðûõ îòâå÷àåò
ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè ñðåäû, à çàòåì íàêëàäûâàþòñß äðóãèå îãðà-
íè÷åíèß, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè [106].
















kl, δij) , (2.136)
â ÷èñëî àðãóìåíòîâ êîòîðûõ âêëþ÷åí îáðàçóþùèé òåíçîð èçîòðîïèè δij ,




1 ·δij+ Ω′2 ·ε′ij+Ω′3 ·ε′′ij , σ′′ij = Ω′′1 ·δij+ Ω′′2 ·ε′ij+Ω′′3 ·ε′′ij (2.137)
ñî ñêàëßðíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ω′m è Ω′′m (m = 1, 2, 3), çàâèñßùèìè
òîëüêî îò ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ
ε′ij è ε′′ij , ò.å. îò èíâàðèàíòîâ (2.112), êîòîðûå, êàê è â ï. 5.1, âîçüìåì â
âèäå (2.113).
Âûáîð â êà÷åñòâå èñõîäíûõ çàâèñèìîñòåé (2.137) ïðîäèêòîâàí ñòðåì-
ëåíèåì îáîáùèòü êîíöåïöèþ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê íà ôèçè÷åñêè
íåëèíåéíûé ìàòåðèàë.
Îò òåíçîðíûõ ôóíêöèé (2.137) òðåáóåì âûïîëíåíèß óñëîâèé èíâàðè-
àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè â âèäå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ðàâåíñòâ (2.104), êîòîðûå ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèß (2.107)
è ñ öåëüþ óïðîùåíèß âûêëàäîê çàïèøåì â âèäå îäíîãî êîìïëåêñíîãî
ðàâåíñòâà
A [σ˜ij ] = iσ˜ij . (2.138)
Ïåðåïèøåì òàêæå â êîìïëåêñíîì âèäå è ñîîòíîøåíèß (2.137):
σ˜ij = Ω˜1 · δij + Ω˜2 · ε′ij + Ω˜3 · ε′′ij . (2.139)
Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèß
Ω˜m = Ω′m + iΩ
′′
m (m = 1, 2, 3) . (2.140)
Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà A (2.102) íà ôóíêöèþ ïåðåìåí-
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Ïîäñòàâèâ (2.139) â (2.138) è ïðèðàâíßâ ñêàëßðíûå êîýôôèöèåíòû














− Ω˜2 = iΩ˜3.
(2.142)
Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.142)























ßâëßåòñß ôóíêöèåé ÷åòûðåõ èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3, J4 èç (2.117) 
(2.119).
Äëß ðåøåíèß óðàâíåíèß (2.141) è ïåðâîãî óðàâíåíèß ñèñòåìû (2.143)
ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå íîâûõ ïåðåìåííûõ âîçüìåì
òîëüêî ÷òî óïîìßíóòûå èíâàðèàíòû J1, J2, J3, J4 è íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ èíâàðèàíòîâ (2.113) J = J (I1, I2, I3, I4, I5) . Åñòåñòâåííî, ÷òî èí-
âàðèàíòû Jk (k = 1, 2, 3, 4) è èíâàðèàíò J äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëü-









. Òîãäà, ó÷èòûâàß ñâîéñòâà (2.103), äëß ôóíêöèè





















A [J ] =
∂Ω˜
∂J
A [J ] .
(2.145)
Åñëè âûáðàòü J òàê, ÷òîáû A [J ] = 1 (î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3, J4 è J
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à èõ ðåøåíèß  âèä
Ω˜ = c˜ · (cos J + i sin J) è Ω˜ = c˜ · (cos 2J + i sin 2J) , (2.147)
ãäå c˜ = c˜ (J1, J2, J3, J4 )  ïðîèçâîëüíàß êîìïëåêñíîçíà÷íàß ôóíêöèß
èíâàðèàíòîâ (2.117)  (2.119). Âûáîð èíâàðèàíòà J ìîæåò áûòü îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûì. Ïóñòü J çàâèñèò òîëüêî îò I1 è I2 èç (2.113)



















ãäå g  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß. Îòìåòèì, ÷òî íàìè âåçäå ðàññìàòðèâà-







è èç (2.147) ïîëó÷àåì îáùèå ðåøåíèß óðàâíåíèé (2.141) è (2.143)








I21 − I22 + i2I1I2
)
= c˜2 · ε˜2kk,
(2.149)
ãäå c˜1 è c˜2  ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ
J1, J2, J3, J4 èç (2.117)  (2.119). Â (2.149) ó÷òåíû îáîçíà÷åíèß (2.113)
è (2.124).
Èç (2.144) è (2.149) èìååì
Ω˜2 = µ˜+ c˜2 · ε˜2kk, Ω˜3 = i
(
µ˜− c˜2 · ε˜2kk
)
. (2.150)
Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé
(2.137) èëè (2.139) ê ïðåîáðàçîâàíèþ ñäâèãà ïî âðåìåíè ñâîäèò èõ ê
âèäó
σ˜ij = c˜1 · ε˜kkδij + µ˜ · ε˜ij + c˜2 · ε˜2kk¯˜εij , (2.151)
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ãäå ¯˜εij = ε′ij − iε′′ij .
Îáðàòèìñß ê ôóíêöèßì íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (ñì. (2.36))
U¯ = ReΦ˜, D¯ = ImΦ˜, Φ˜ = σ˜ij¯˜εij . (2.152)
Åñëè ó÷åñòü (2.151), (2.113), (2.117)  (2.119), ìîæíî çàïèñàòü
Φ˜ = 2c˜1 · J1 + 2µ˜ · J2 + c˜2 · (J3 − iJ4) . (2.153)
Ïåðåéäåì ê óñòàíîâëåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äëß óðàâíåíèé
(2.151) âûïîëíßåòñß êîíöåïöèß àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ìî-
äóëåé. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòåðèàëû ñ ñèììåòðè÷-
íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé (2.151), êàê
è èõ ïðèìåíåíèå, â ñëó÷àå ìàòåðèàëà ñ íåñèììåòðè÷íûìè íåëèíåé-
íûìè ñâîéñòâàìè âîçìîæíî, íî áåç ó÷åòà ïîñòîßííîé ñîñòàâëßþùåé êî-
ëåáàíèé è å¼ âçàèìîñâßçè ñ îñöèëëèðóþùèìè ñîñòàâëßþùèìè, áóäåò
íåïîëíûì. Âìåñòå ñ òåì, ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèß.
Çàìå÷àíèå 1. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîñòîé (ìîíîôàçíîé) äåôîðìàöèè [148],
êîãäà ε′′ij = αε′ij (α = const), âûïîëíßþòñß ðàâåíñòâà
J3 = 4J1J2, J4 = 0 (2.154)
è èç (2.151) ïîëó÷àåì èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå [148, 149, 161, 220] óïðîùåííûå
àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß
σ˜ij = c˜1 · εkkδij + µ˜1 · ε˜ij , µ˜1 = µ˜+ 2J1 · c˜2 (2.155)
ñ äâóìß êîìïëåêñíûìè ìîäóëßìè c˜1 è µ˜1 , çàâèñßùèìè îò äâóõ èíâàðèàíòîâ
J1 è J2 .
Çàìå÷àíèå 2. Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèß (2.151) óðàâíåíèßìè
ˆ˜σij = c˜0 · ε˜kkδij + µ˜0 · ε˜ij , (2.156)
ãäå c˜0 = c′0+ic′′0 , µ˜0 = µ′0+iµ′′0  ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3, J4, è íàéäåì
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â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä











) [3J3 − 4J21 − 3iJ4] . (2.159)
Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ àìïëè-
òóäíûå óðàâíåíèß (2.151) ïðåäñòàâèìû â òåðìèíàõ êîíöåïöèè àìïëèòóäíî-
çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé
σ˜ij ≈ c˜0 · ε˜kkδij + µ˜0 · ε˜ij . (2.160)
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (2.152) â ðåçóëüòàòå
ïðîâåäåííîé àïïðîêñèìàöèè íå èçìåíßþòñß.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî ôèãóðèðóþùèõ â (2.151) îïðåäåëßþùèõ ôóíêöèé
áîëüøå ÷èñëà àðãóìåíòîâ (øåñòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé c′1, c′′1 , µ′,
µ′′, c′2, c
′′
2 ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ J1, J2, J3, J4), äëß ýòèõ ôóíêöèé ñëåäó-
åò îïðåäåëèòü íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè. Îòìåòèì, ÷òî
â ÷àñòíûõ ñëó÷àßõ, ðàññìîòðåííûõ â çàìå÷àíèßõ 1 è 2, êîëè÷åñòâî îïðå-
äåëßþùèõ ôóíêöèé óìåíüøàåòñß àâòîìàòè÷åñêè âòîðûì ñîîòíîøåíèåì
(2.155) è ñîîòíîøåíèßìè (2.159).
Ïåðåéäåì ê ìàòåðèàëàì ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Ôóíêöèè äèññèïàöèè è íàêîïëåíèß èíâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ
(2.91). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß àðãóìåíò J4 ìåíßåò çíàê íà
ïðîòèâîïîëîæíûé, òîãäà êàê àðãóìåíòû J1, J2 è J3 îñòàþòñß ïîñòîßí-
íûìè. Ïîýòîìó òðåáóåì (ñì. (2.152))
Φ˜ (J1, J2, J3,−J4) = Φ˜ (J1, J2, J3, J4) . (2.161)
Åñëè ó÷åñòü (2.153) è ââåñòè îáîçíà÷åíèß
c˜∗1 = c˜1 (J1, J2, J3,−J4) , µ˜∗ = µ˜ (J1, J2, J3,−J4) ,
c˜∗2 = c˜2 (J1, J2, J3,−J4) , (2.162)
óñëîâèå (2.161) çàïèøåòñß â âèäå ðàâåíñòâà
2 (c˜∗1 − c˜1) J1 + 2 (µ˜∗ − µ˜) J2 + (c˜∗2 − c˜2) J3 + i (c˜∗2 + c˜2) J4 = 0, (2.163)
êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èñêîìóþ ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü ôóíêöèé c˜1, µ˜ è c˜2 èç (2.151).
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè c˜1, µ˜ è c˜2 ßâëßþòñß ÷åòíûìè îò-
íîñèòåëüíî èíâàðèàíòà J4, ò.å.
c˜∗1 = c˜1, µ˜
∗ = µ˜, c˜∗2 = c˜2, (2.164)
òî èç (2.163) ïîëó÷èì
c˜2 = 0. (2.165)
Âûñêàçàííîå òîëüêî ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ÷åòíîñòè ôóíêöèé äëß ìàòå-
ðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè íå ßâëßþòñß äî-
ïîëíèòåëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèß (2.151) ìîæ-
íî çàïèñàòü â ðàçâåðíóòîì âèäå (2.92)
σ˜ij = C˜ijkl (; ) ε˜kl, (2.166)
ãäå
C˜ijkl (; ) = c˜1 · δijδkl + 12 µ˜ · (δikδjl + δilδjk) + c˜2 · ε˜nn
¯˜εijδkl. (2.167)
Äëß ìàòåðèàëà ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ëåâàß ÷àñòü
ðàâåíñòâà (2.167) èíâàðèàíòíà ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.91). Ïîýòîìó, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî
ε˜nn¯˜εij = Γijnn + iΓˆijnn (2.168)
(ñì.(2.110)) è âåëè÷èíà Γˆijnn â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèß (2.91) ìåíßåò
çíàê, ìîæíî çàïèñàòü
(c˜∗1 − c˜1) δijδkl +
1
2
(µ˜∗ − µ˜) (δikδjl + δilδjk)+
+
[




Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì
c˜∗1 = c˜1, µ˜
∗ = µ˜, c˜2 = 0. (2.170)
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé â äàííîì ïóíêòå ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äëß èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè
ñâîéñòâàìè àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß â ïðåäïîëîæåíèè èõ êâàçèëèíåé-
íîñòè èìåþò âèä
σ˜ij = c˜1 · ε˜kkδij + µ˜ · ε˜ij , (2.171)
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ãäå c˜1 è µ˜  ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3 è ÷åòíûå
îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòà J4.
Çàìå÷àíèå 3. ×òîáû êàæäûé ðàç íå ïîä÷åðêèâàòü òðåáîâàíèå ÷åòíîñòè















Òîãäà â (2.171) ôóíêöèè c˜1 è µ˜  ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3
è J¯4. Çàìåòèì, ÷òî J¯4 ßâëßåòñß ñëåäóþùèì èíâàðèàíòîì òåíçîðà Γijkl èç
(2.110):
J¯4 = 2ΓijklΓijkl − ΓijjiΓkllk. (2.173)
5.3. Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé (2.171) èç-çà ñëîæíîé
èíâàðèàíòíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ çàòðóäíèòåëüíî. Óìåíüøå-
íèß êîëè÷åñòâà îïðåäåëßþùèõ èíâàðèàíòîâ â ýòèõ óðàâíåíèßõ ìîæíî
äîñòè÷ü, åñëè ïðåäïîëîæèòü èõ ïîòåíöèàëüíîñòü è âîñïîëüçîâàòüñß ðå-
çóëüòàòàìè ï. 5.1. Âìåñòå ñ òåì, ïðåäñòàâëßåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ
èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ ï. 5.1, à êàê ðàç-
âèòèå çàìêíóòîé àìïëèòóäíîé òåîðèè ï. 5.2.
Óðàâíåíèß (2.171) ïîòåíöèàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-














Ïîäñòàâëßß (2.171) â (2.174) (êîýôôèöèåíòû â (2.171) óäîáíî ñ÷èòàòü
ñíà÷àëà ôóíêöèßìè èíâàðèàíòîâ (2.113)) è ïðèðàâíèâàß ñêàëßðíûå êî-






















Ïåðåéäß ê ïðîèçâîäíûì ïî J1, J2, J3 è J4 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.117)















(J3 + iJ4) = 0, (2.177)













Ðàâåíñòâà (2.178)  ýòî çàïèñàííûå â êîìïëåêñíîé ôîðìå óñëîâèß Êîøè-
Ðèìàíà äëß ôóíêöèé c˜1 è µ˜, êàê ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
J3 + iJ4 (ñì. (2.125), (2.126)). Íî ïîñêîëüêó ôóíêöèè c˜1 è µ˜ ßâëßþòñß




















Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèß (2.171) ïîòåíöèàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé ßâëßþòñß ôóíêöèßìè òîëüêî äâóõ
èíâàðèàíòîâ J1, J2 è âûïîëíßåòñß óñëîâèå âçàèìíîñòè (2.180).
5.4. Íèæå ïðåäïîëàãàþòñß òàêèå èçîòðîïíûå ìàòåðèàëû ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå äîïóñêàþò óïðîùåííûé
âèä àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìß îïðåäåëßþùèìè èíâàðèàíòàìè J1
è J2. Â îáîçíà÷åíèßõ (2.131) ýòî
σ˜ij = λ˜ (; ) ε˜kkδij + µ˜ (; ) ε˜ij , (2.181)
ãäå
λ˜ (; ) = λ′ (; )+ iλ′′ (; ) , µ˜ (; ) = µ′ (; )+ iµ′′ (; ) , (; ) = (J1, J2) . (2.182)
Â óðàâíåíèßõ (2.181) ôèãóðèðóþò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèè
λ′ (; ) , λ′′ (; ) , µ′ (; ) , µ′′ (; ) äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ J1 è J2. Ïî-
ýòîìó ìåæäó íèìè ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå çàâèñèìîñòè, èíôîðìà-
öèß î êîòîðûõ ïîçâîëèëà áû ñîêðàòèòü îáúåì ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòîò âî-
ïðîñ ðåøàåòñß ïðîñòî, êîãäà óðàâíåíèß (2.181) ïîòåíöèàëüíû. Â êà÷å-














Ïðè ýòîì êîìïëåêñíûå ìîäóëè íàõîäßòñß ïî ôîðìóëàì (2.132), à
ïîòåíöèàëû  ïî ôîðìóëå (2.135).
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Çàïèøåì àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß (2.181) â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ
ìîäóëåé ñäâèãà è îáúåìíîãî ñæàòèß. Äëß ýòîãî ðàçëîæèì òåíçîðû,
îïðåäåëßþùèå ìåõàíè÷åñêèå íàïðßæåíèß è äåôîðìàöèè, íà äåâèàòîð-




′δij , σ′′ij = s
′′
ij + σ





′δij , ε′′ij = e
′′
ij + ε
′′δij , 3ε′ = ε′kk, 3ε
′′ = ε′′kk
(2.184)
è ââåäåì èíâàðèàíòû (ñì. (2.113))




















Î÷åâèäíî, ÷òî èíâàðèàíòû (2.186) ñâßçàíû ñ èíâàðèàíòàìè (2.117) è
(2.119) ñîîòíîøåíèßìè





s˜ij = s′ij + is
′′
ij , σ˜ = σ
′ + iσ′′, e˜ij = e′ij + ie
′′
ij , ε˜ = ε
′ + iε′′. (2.188)
Åñëè â àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèßõ (2.181) ó÷åñòü ðàâåíñòâà (2.184) è îáî-
çíà÷åíèß (2.188), à â êîýôôèöèåíòàõ ýòèõ óðàâíåíèé ïðîâåñòè çàìåíó
ïåðåìåííûõ (2.187), òî îíè ïðåîáðàçóþòñß ê âèäó
s˜ij = G˜ (; ) e˜ij , σ˜ = 3K˜ (; ) ε˜, (2.189)
ãäå
G˜ (; ) = µ˜ (; ) , K˜ (; ) = λ˜ (; ) +
1
3
µ˜ (; ) (2.190)
 ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíûå ìîäóëè ñäâèãà è îáúåìíîãî ñæàòèß, çà-





G˜ (; ) = G′ (; ) + iG′′ (; ) , K˜ (; ) = K ′ (; ) + iK ′′ (; ) . (2.191)
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Òîãäà
G′ (; ) = µ′ (; ) , G′′ (; ) = µ′′ (; ) ,
K ′ (; ) = λ′ (; ) +
1
3
µ′ (; ) , K ′′ (; ) = λ′′ (; ) +
1
3
µ′′ (; ) .
(2.192)







ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî óðàâíåíèß (2.189) âûðàæàþòñß ÷åðåç ïîòåí-

























, U˜ = U + iD. (2.194)
Â ýòîì ñëó÷àå
K˜ (; ) =
∂U˜
∂Jˆ1




Ïîòåíöèàëû U èD íàõîäßòñß ïî îïðåäåëßåìûì ýêñïåðèìåíòàëüíî ôóíê-











ij + 3 (σ



















, Φ˜ = U¯ + iD¯. (2.197)
Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû îòâå÷àþò ðåëàêñàöèîííîé ôîðìóëè-
ðîâêå òåîðèè. Ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè, êîãäà σ ∼ ε  ñâßçü
çàïèñûâàåòñß â òåðìèíàõ ïîëçó÷åñòè, íå âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûõ çà-
òðóäíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèßõ íåîá-
õîäèìî ïîìåíßòü ìåñòàìè ñîñòàâëßþùèå äåôîðìàöèé ε′ij , ε′′ij è íàïðß-
æåíèé σ′ij , σ′′ij è çàìåíèòü ìîäóëè íà ïîäàòëèâîñòè.
138 Ãëàâà 2. Îáùàß ñòðóêòóðà àìïëèòóäíûõ ... óðàâíåíèé...
Ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, äîïóñêàþùèõ óïðîùåííûé âèä àì-
ïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìß îïðåäåëßþùèìè èíâàðèàíòàìè.
Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß èìåþò âèä





(; ) σ˜. (2.198)
Êîìïëåêñíûå ïîäàòëèâîñòè S˜
G
(; ) è S˜
K
(; ) çàâèñßò îò íàáîðà èíâà-








, êîòîðûå ïîëó÷àåì èç (2.186) ïóòåì çàìåíû
























Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå äëß ôóíêöèè äèññèïàöèè ßâëßåòñß íåñèììåò-
ðè÷íûì îòíîñèòåëüíî σ ←→ ε  çàìåíû, êîìïëåêñíûå ïîäàòëèâîñòè





(; )− i S′′
G




(; )− i S′′
K
(; ) . (2.200)
Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðåäñòàâëåíèß óðàâíåíèé
































, U˜ = U − iD, (2.202)
































ij + 3 (σ











ij − s′ije′′ij + 3 (σ′′ε′ − σ′ε′′)
(2.203)















, Φ˜ = U¯ − iD¯. (2.204)
Äëß óïðîùåííûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (2.189) è (2.198) ïîëîæè-
òåëüíî ðåøàåòñß âîïðîñ îá èõ âçàèìíîé îáðàòèìîñòè: êîìïëåêñíûå ìî-



























∣∣∣S˜K (J (σ)1 , J (σ)2 )∣∣∣2 J (σ)1 , Jˆ2 = ∣∣∣S˜G (J (σ)1 , J (σ)2 )∣∣∣2 J (σ)2 . (2.207)
Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñß ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé (2.206)
îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòîâ Jˆ1 è Jˆ2, à óðàâíåíèé (2.207)  îòíîñèòåëüíî
èíâàðèàíòîâ J (σ)1 è J
(σ)
2 .
5.5. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèß íà àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß
âûðàæàþòñß â íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè äèññèïàöèè. Âìåñòå ñ òåì,
ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûì ßâëßåòñß òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè è
ôóíêöèè íàêîïëåíèß [220], êîòîðàß èç òåðìîäèíàìèêè íå ñëåäóåò è
äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñß êàê äîïîëíèòåëüíàß ãèïîòåçà. Òàêèì îáðàçîì,
òðåáóåì âûïîëíåíèß íåðàâåíñòâ
D¯ ≥ 0, U¯ ≥ 0. (2.208)
Âûïèøåì âûðàæåíèß äëß ôóíêöèé äèññèïàöèè è íàêîïëåíèß, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàññìîòðåííûì âûøå àìïëèòóäíûì óðàâíåíèßì (2.181),
(2.189) è (2.198):
D¯ = 2λ′′ (; ) J1 + 2µ′′ (; ) J2, U¯ = 2λ′ (; ) J1 + 2µ′ (; ) J2; (2.209)
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(;) J (σ)1 + 2S
′′
G





(;)J (σ)1 + 2S
′
G
(;) J (σ)2 . (2.211)
Äëß ôèãóðèðóþùèõ â (2.209)  (2.211) ñîñòàâëßþùèõ êîìïëåêñíûõ
õàðàêòåðèñòèê, â ÷èñëî àðãóìåíòîâ êîòîðûõ âêëþ÷èì òàêæå, êàê ïàðà-
ìåòðû, ÷àñòîòó ω è òåìïåðàòóðó T , óñëîâèß (2.208) ïðèâîäßò ê ñëåäó-
þùèì íåðàâåíñòâàì:
λ′′ (J1, 0, ω, T ) ≥ 0, λ′ (J1, 0, ω, T ) ≥ 0,
µ′′ (0, J2, ω, T ) ≥ 0, µ′ (0, J2, ω, T ) ≥ 0; (2.212)
K ′′
(
Jˆ1, 0, ω, T
)
≥ 0, K ′
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåíåáðåãàåòñß âëèßíèåì îáúåìíîé äåôîð-
ìàöèè íà ìîäóëü ñäâèãà è âëèßíèåì ñäâèãîâ íà ìîäóëü îáúåìíîãî ñæà-
òèß [220], âêëàäû ýíåðãèé ôîðìîèçìåíåíèß è îáúåìíîé äåôîðìàöèè â
ñóììàðíóþ äèññèïàòèâíóþ è íàêàïëèâàåìóþ ýíåðãèè ðàçäåëßþòñß:







































Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà â ñëó÷àå ïðåíåáðåæåíèß îáúåìíî-ñäâèãîâûìè
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Â çàêëþ÷åíèå îáðàòèìñß ê âîïðîñó îá ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîíêðåòè-
çàöèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (2.189) èëè (2.198). Ýòîò âîïðîñ äîñòà-
òî÷íî õîðîøî îñâåùåí â ëèòåðàòóðå è îñòàíàâëèâàòüñß íà íåì ïîäðîáíî
íåò íåîáõîäèìîñòè. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòåé
G˜
(






















2 , ω, T
)
ïðîãðàììà ýêñïåðèìåíòîâ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íà ðåîãîíèîìåòðå
Âàéññåíáåðãà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàçöîâ ïëàñòèí÷àòîé è òðóá÷àòîé ôîð-
ìû [220].
Ýòà ïðîãðàììà âêëþ÷àåò ñåðèþ íàãðóæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâ-
íßõ àìïëèòóä è ñäâèãîâ ôàç êîìïîíåíò äåôîðìàöèé èëè íàïðßæåíèé è
èçìåðåíèå àìïëèòóä è ôàç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàêöèé.
Åñëè âçàèìíûì âëèßíèåì äåâèàòîðíûõ è øàðîâûõ ñîñòàâëßþùèõ
äåôîðìèðîâàííîãî èëè íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèé ïðåíåáðåãàåòñß, ïàðà-
ìåòðû àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü íàéäåíû, êàê è â òåîðèè
ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, èç îäíîìåðíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ [220]. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèß âçàèìíîñòè (2.193) èëè
(2.201) âûïîëíßþòñß àâòîìàòè÷åñêè è óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ ñëåäóåò
ñ÷èòàòü òî÷íûìè.
Åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà èñõîäèòü èç àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé â ïîòåí-
öèàëàõ, ò.å. èíòåðåñîâàòüñß ïîñòðîåíèåì íåëèíåéíîé òåîðèè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñðåäíèõ çà ïåðèîä çíà÷åíèé äèññèïèðîâàííîé è íàêàïëèâàå-
ìîé ýíåðãèé, óñëîâèß âçàèìíîñòè (2.193) èëè (2.201) ïîçâîëßþò ñîêðà-
òèòü îáúåì èçìåðåíèé.
 6. Íåóïðóãèé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ìàòåðèàë (áåç
ïüåçîýôôåêòà)
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ðàññìàòðèâàþòñß äâà âàðèàíòà ïî-
ñòðîåíèß êîíêðåòíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé. Â ïåðâîì âàðèàíòå ñ ñà-
ìîãî íà÷àëà ïðåäïîëàãàåòñß ïîòåíöèàëüíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé è â êà÷å-
ñòâå èñõîäíûõ èñïîëüçóþòñß ñîîòíîøåíèß (2.106)  (2.111).
Âî âòîðîì âàðèàíòå èñõîäíûìè ñîîòíîøåíèßìè ßâëßþòñß îáùèå ïðåä-
ñòàâëåíèß êâàçèëèíåéíûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ òåíçîðíûõ ôóíê-
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öèé.
6.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (2.106). Ïîòåíöèàëû U
è D óäîâëåòâîðßþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.108) è ïîýòîìó
ßâëßþòñß, âîîáùå ãîâîðß, ôóíêöèßìè âèäà (2.109). Äëß ìàòåðèàëîâ ñ
ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè çàâèñèìîñòè (2.109) óïðî-
ùàþòñß, ïðèíèìàß âèä (2.111).
Ïåðåéäåì ê òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ìàòåðèàëàì (áåç ïüåçîýô-
ôåêòà). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè ñîâïàäàåò ñ
êîîðäèíàòíîé îñüþ Ox3. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû íå ñòàâèì
ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó íàõîæäåíèß äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àß êàêèõ-
ëèáî îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé âèäà (2.109) èëè (2.111), à ñ÷èòàåì
ïîòåíöèàëû U è D ñêàëßðíûìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè ôóíêöè-
ßìè äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ε′ij è ε′′ij è òðåáóåì îò
íèõ óäîâëåòâîðåíèß äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.108).
Èç âñåâîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ε′ij è ε′′ij , îòâå÷à-
































(i, j, k = 1, 2, 3) .
(2.218)
Î÷åâèäíî, ÷òî èíâàðèàíòû (2.218) ßâëßþòñß ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñè-
ìûìè. Íèæå âìåñòî íåêîòîðûõ ïàð èíâàðèàíòîâ (2.218) áóäåì èñïîëü-
çîâàòü èõ ñóììû è ðàçíîñòè:
I1 = ε′kk, I2 = ε
′′
kk, I3 = ε
′



































ji − ε′′ijε′′ji, I10 = ε′3kε′k3 − ε′′3kε′′k3.
(2.219)
Ôóíêöèè U è D, êàê ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ (2.219), äîëæíû óäîâëåòâî-
ðßòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.108), êîòîðîå ñ ó÷åòîì âûðà-




















































































Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòû I5 è I6, êàê àðãóìåíòû ôóíêöèè Φ, ôèãó-
ðèðóþò â óðàâíåíèè (2.221) â âèäå ïàðàìåòðîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî


















, J3 = I1I3 + I2I4, (2.222)


























Ïîýòîìó ïîòåíöèàëû U è D çàâèñßò îò 9 àðãóìåíòîâ
U = U (J1, J2, . . . , J9) , D = D (J1, J2, . . . , J9) . (2.225)
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Γiijj , J2 =
1
2







Γk3k3, J6 = 2ΓkkijΓijll − ΓkkllΓijij , J7 = 2ΓkkijΓˆllij ,
J8 = 2Γ333kΓk333 − Γ3333Γk3k3, J9 = 2Γ333kΓˆ333k.
(2.226)
Îáðàòèìñß ê óðàâíåíèßì (2.106), â êîòîðûõ ó÷òåì çàâèñèìîñòè (2.225).











































































ãäå, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíî
ε˜ij = ε′ij + iε
′′
ij , ¯˜εij = ε
′
ij − iε′′ij , U˜ = U + iD. (2.228)
Èç (2.227) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè óðàâíå-
íèß â ïîòåíöèàëàõ (2.106) äîïóñêàþò êîíöåïöèþ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ
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Ðàâåíñòâà (2.230)  ýòî óñëîâèß Êîøè-Ðèìàíà àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè
U˜ = U + iD îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ J6 + iJ7 è J8 + iJ9.











































(δi3ε˜3j + δj3ε˜3i) .
(2.231)
Îáðàòèìñß ê ôóíêöèßì íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (ñì. (2.36))
U¯ = ReΦ˜, D¯ = ImΦ˜, Φ˜ = σ˜ij¯˜εij . (2.232)
Åñëè ó÷åñòü (2.231), ìîæíî çàïèñàòü



































Äî ñèõ ïîð ìû íå íàêëàäûâàëè íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåð
íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìàòåðèàëàì ñ ñèììåòðè÷-
íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, äëß êîòîðûõ ôóíêöèè íàêîïëåíèß U¯
è äèññèïàöèè D¯, à òàêæå ïîòåíöèàëû U è D ßâëßþòñß ôóíêöèßìè âè-
äà (2.111) è, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.91). Èç
(2.226) âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß èíâàðèàíòû J7 è
J9 ìåíßþò çíàê, òîãäà êàê îñòàëüíûå èíâàðèàíòû îñòàþòñß ïîñòîßííû-
ìè. Ïîýòîìó äîëæíî áûòü
Φ˜ (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) = Φ˜ (J1, . . . , J6, J7, J8, J9) ,
U˜ (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) = U˜ (J1, . . . , J6, J7, J8, J9) . (2.235)
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J9 = 0 (2.236)






J9 = 0. (2.237)














Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (2.239) è ââåäß îáîçíà÷åíèß
λ˜α (; ) = λ′α (; ) + iλ
′′
α (; ) =
∂U˜
∂Jα









λ˜2 (; ) ε˜33 + λ˜3 (; ) ε˜kk
]




λ˜5 (; ) (δi3ε˜3j + δj3ε˜3i) , (; ) = (J1, J2, J3, J4, J5) .
(2.241)
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â óðàâíåíèßõ (2.106) èñõîäèòü èç ïîëíîé ñè-
ñòåìû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ
ε′ij è ε′′ij , îòâå÷àþùèõ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè (êðîìå èíâàðèàíòîâ
(2.218) ó÷åñòü èíâàðèàíòû òðåòüåãî ïîðßäêà, íî íå áîëüøå äâóõ), ìû
âûéäåì çà ïðåäåëû êâàçèëèíåéíîñòè, êîòîðàß ïðåäïîëàãàåòñß êîíöåï-
öèåé êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó: äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (2.106)
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èëè â îáû÷íîé çàïèñè (2.130) äîïóñêàþò êîìïëåêñíóþ ôîðìó ïðåä-
ñòàâëåíèß (2.241) ñ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûìè êîìïëåêñíûìè ìîäóëßìè
(õàðàêòåðèñòèêàìè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîòåíöèàëû ßâëßþòñß
ôóíêöèßìè âèäà
U = U (J1, J2, J3, J4, J5) , D = D (J1, J2, J3, J4, J5) . (2.242)







(α, β = 1, 2, 3, 4, 5) . (2.243)
Ýêñïåðèìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèñ-
ñèïàöèè





















, Φ˜ = U¯ + iD¯. (2.245)
Ëèíåéíóþ òåîðèþ ïîëó÷àåì, êîãäà ôóíêöèè (2.244) àïïðîêñèìèðó-
þòñß ëèíåéíûìè ôóíêöèßìè èíâàðèàíòîâ J1, J2, . . . , J5.
6.2. Äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîæíî ïîâòîðèòü
ðàññóæäåíèß ï.5.2. ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è ïîêàçàòü, ÷òî êîíöåïöèß
àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé äîïóñêàåò áîëåå øèðîêèé
êëàññ àìïëèòóäíûõ çàâèñèìîñòåé, ÷åì òå, êîòîðûå îïèñûâàþòñß óðàâ-















kl, δij , δj3) , (2.246)
â ÷èñëî àðãóìåíòîâ êîòîðûõ âêëþ÷åíû îáðàçóþùèå òåíçîðû òðàíñâåð-
ñàëüíîé èçîòðîïèè δij è δj3, ðàçëîæèì â áàçèñå
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Êîýôôèöèåíòû Ω′m è Ω′′m (m = 1, 2, . . . , 6) ßâëßþòñß ñêàëßðíûìè
ôóíêöèßìè ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ε′ij è ε′′ij . Åñòåñòâåííî,
÷òî ýòè èíâàðèàíòû äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè.
Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñß êëàññîì ôóíêöèé (2.246), äîïóñêàþùèõ
ðàçëîæåíèß (2.248) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ω′m è Ω′′m, ñîäåðæàùèìè òîëüêî
ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ñîâìåñòíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ ε′ij è ε′′ij ,
ò. å. èíâàðèàíòû (2.218) èëè (2.219).
Îòìåòèì, ÷òî êâàçèëèíåéíîñòü ïðåäñòàâëåíèé (2.248) íå ßâëßåòñß
äîïîëíèòåëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì, à ïîëó÷åíà èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé.
Åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì îáùíîñòè, âîçìîæíî, åñòü îãðàíè÷åííûé
íàáîð ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ (2.219).
Îò ïðåäñòàâëåíèé (2.248) òðåáóåì âûïîëíåíèß óñëîâèé èíâàðèàíò-
íîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè â âèäå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ðàâåíñòâ (2.85). Äëß êîìïàêòíîñòè âûêëàäîê èñïîëüçó-
åì îïåðàòîð (2.102) ñî ñâîéñòâàìè (2.103). Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà
íà ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ (2.219) îïðåäåëßåòñß ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà
(2.221).
Åñëè ââåñòè êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ σ˜ij = σ′ij + iσ′′ij , óñëîâèß èíâàðèàíòíîñòè (2.85) çàïèøóòñß â âèäå
îäíîãî ðàâåíñòâà
A [σ˜ij ] = iσ˜ij . (2.249)
Ïåðåïèøåì â êîìïëåêñíîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíèß (2.248)




















Ω˜m = Ω′m + iΩ
′′
m (m = 1, 2, . . . , 6) . (2.251)
Ïîäñòàâèâ (2.250) â (2.249) è ïðèðàâíßâ êîýôôèöèåíòû ïðè âåëè÷è-




























− Ω˜4 = iΩ˜6.
(2.253)
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Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.253) ñâîäßò-


































, µ˜2 = Ω˜4 − iΩ˜6 (2.255)
ßâëßþòñß ôóíêöèßìè 9 èíâàðèàíòîâ (2.222)  (2.224).
Òåõíèêà ðåøåíèß óðàâíåíèé (2.252) è ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåì
(2.254) òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå: â êà÷åñòâå íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ âûáèðàþòñß èíâàðèàíòû J1, J2, . . . , J9 èç (2.222)  (2.224) è
íåêîòîðàß ôóíêöèß èíâàðèàíòîâ (2.219) J = J (I1, . . . , I10), óäîâëåòâî-
ðßþùàß óðàâíåíèþ A [J ] = 1. Òîãäà óðàâíåíèß (2.252) è ïåðâûå óðàâíå-
íèß ñèñòåì (2.254) ïðèíèìàþò âèä (2.146) è â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåþò
îáùèå ðåøåíèß (2.147) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé c˜ = c˜ (J1, J2, . . . , J9)
èíâàðèàíòîâ (2.222)  (2.224).












Ïåðåéäß â (2.147) ê ñòàðûì ïåðåìåííûì (2.219) â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-
ðàæåíèßìè (2.256), ïîëó÷èì èñêîìûå îáùèå ðåøåíèß óðàâíåíèé (2.252)
è (2.254). Íèæå ýòè îáùèå ðåøåíèß áóäóò èñïîëüçîâàòüñß â âèäå
Ω˜1 = c˜1 · (I1 + iI2) + c˜3 · (I3 + iI4) = c˜1 · ε˜kk + c˜3 · ε˜33,








I21 − I22 + i2I1I2
)
= c˜5 · ε˜2kk,
Ω˜4 + iΩ˜6 = c˜6 ·
(
I23 − I24 + i2I3I4
)
= c˜6 · ε˜233,
(2.258)
ãäå c˜m (m = 1, 2, . . . , 6)  ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè
èíâàðèàíòîâ J1, J2, . . . , J9 èç (2.222)  (2.224). Ðàçóìååòñß, ïðåäñòàâëå-
íèå êîýôôèöèåíòîâ Ω˜1 è Ω˜2 â âèäå ñóìì íå ßâëßåòñß îáßçàòåëüíûì è
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îáùèå ðåøåíèß óðàâíåíèé (2.252) ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü, íàïðèìåð,
â âèäå
Ω˜1 = c˜1 · ε˜kk, Ω˜2 = c˜2 · ε˜33. (2.259)
Â ñèëó ðàâåíñòâ
A [ε˜kk] = iε˜kk, A [ε˜33] = iε˜33 (2.260)
è ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèé c˜m âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè îò ïðåäñòàâëå-
íèé (2.257) ê ïðåäñòàâëåíèßì (2.259) è íàîáîðîò. Îäíàêî çàïèñü îáùèõ
ðåøåíèé â âèäå (2.259) íå ïîçâîëèò íàì â äàëüíåéøåì ïðîèçâåñòè íåîá-
õîäèìûå óïðîùåíèß.
Èç (2.255) è (2.258) èìååì
Ω˜3 = µ˜1 + c˜5 · ε˜2kk, Ω˜5 = i
(


















Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé (2.248) èëè (2.250) ê ïðåîáðàçîâàíèþ ñäâèãà ïî âðåìåíè ñâîäèò èõ
ê âèäó
σ˜ij = [c˜1 · ε˜kk + c˜3 · ε˜33] δij + [c˜2 · ε˜33 + c˜4 · ε˜kk] δi3δ3j+







c˜6 · ε˜233 (δi3¯˜ε3j + δj3¯˜ε3i) .
(2.262)
Çäåñü ó÷òåíû îáîçíà÷åíèß (2.228).
Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó óðàâíåíèé (2.262), çàïèøåì âû-
ðàæåíèß äëß ôóíêöèé íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (2.152)
U¯ = ReΦ˜, D¯ = ImΦ˜, Φ˜ = σ˜ij¯˜εij . (2.263)
Ó÷èòûâàß (2.262), (2.219) è (2.222)  (2.224), ïîëó÷àåì
Φ˜ = 2c˜1 · J1 + 2c˜2 · J2 + (c˜3 + c˜4) · J3 + 2µ˜1 · J5+
+i (c˜3 − c˜4) · (ε′kkε′′33 − ε′′kkε′33) + c˜5 · (J6 − iJ7) + c˜6 · (J8 − iJ9) .
(2.264)
Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíò ε′kkε′′33 − ε′′kkε′33 = Γˆkk33 (ñì. (2.110)) óäîâëå-
òâîðßåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.221)
A [ε′kkε
′′
33 − ε′′kkε′33] = 0
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è, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæàåòñß ÷åðåç èíâàðèàíòû J1, J2, . . . , J9.
Çàïèøåì òàêæå óðàâíåíèß (2.262) â ðàçâåðíóòîì âèäå (2.92)
σ˜ij = C˜ijkl (; ) ε˜kl, (2.265)
ãäå
C˜ijkl (; ) = c˜1 · δijδkl + c˜2 · δk3δl3δi3δj3 + c˜3 · δk3δl3δij+




µ˜2 · (δikδj3δl3 + δilδj3δk3 + δjkδi3δl3 + δjlδi3δk3)+
+c˜5 · ε˜nn¯˜εijδkl + 12 c˜6 · ε˜33 (δi3
¯˜ε3j + δj3¯˜ε3i) δk3δl3.
(2.266)
Êàê è ðàíüøå, íàñ ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóþò óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ
óðàâíåíèß (2.262) äîïóñêàþò êîíöåïöèþ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé. Äëß
ìàòåðèàëîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèß ïðîñòîé (ìîíîôàçíûé), ò. å.
ε′′ij = αε
′
ij (α = const), òî
J7 = 0, J9 = 0, J6 = 4J1J4, J8 = 4J2J5 (2.267)
è èç (2.262) ïîëó÷àåì àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß
σ˜ij = [c˜1 · ε˜kk + c˜3 · ε˜33] δij + [c˜2 · ε˜33 + c˜4 · ε˜kk] δi3δj3+
+µ˜10 · ε˜ij + 1
2
µ˜20 · (δi3ε˜3j + δj3ε˜3i) (2.268)
ñ êîìïëåêñíûìè ìîäóëßìè c˜1, c˜2, c˜3, c˜4 è
µ˜10 = µ˜1 + 2c˜5 · J1, µ˜20 = µ˜2 + 2c˜6 · J2, (2.269)
çàâèñßùèìè îò èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3, J4 è J5. Êðîìå òîãî, ïðè ïðîñòîì äå-
ôîðìèðîâàíèè J23 = 4J1J2. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìàòåðèàëà ñ íåñèì-
ìåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè c˜3 6= c˜4.
Ïåðåéäåì ê ìàòåðèàëàì ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâà-
ìè, äëß êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû (2.266) èíâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ
(2.91). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß èíâàðèàíòû J7 è J9 èç (2.226)
ìåíßþò çíàê, òîãäà êàê îñòàëüíûå èíâàðèàíòû îñòàþòñß ïîñòîßííûìè.
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Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèß
c˜∗1 = c˜1 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
c˜∗2 = c˜2 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
c˜∗3 = c˜3 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
c˜∗4 = c˜4 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
µ˜∗1 = µ˜1 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
µ˜∗2 = µ˜2 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
c˜∗5 = c˜5 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9) ,
c˜∗6 = c˜6 (J1, . . . , J6,−J7, J8,−J9)
(2.270)
è ó÷åñòü ðàâåíñòâà (ñì. (2.110))
ε˜nn¯˜εij = Γijnn + iΓˆijnn,
ε˜33 (δi3¯˜ε3j + δj3¯˜ε3i) =






îòìå÷åííîå óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè êîýôôèöèåíòîâ (2.266) ê ïðåîáðà-
çîâàíèþ (2.91) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå








(µ˜∗2 − µ˜2) (δikδj3δl3 + δilδj3δk3 + δjkδi3δl3 + δjlδi3δk3)+
+ (c˜∗3 − c˜3) δk3δl3δij + (c˜∗4 − c˜4) δklδ3iδ3j+
+
[






[(c˜∗6 − c˜6) (δi3Γ3j33 + δj3Γ3i33)−






Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî âåëè÷èíû Γˆijnn è Γˆ3i33 â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâà-
íèß (2.91) ìåíßþò çíàê. Èç (2.272) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
c˜∗1 = c˜1, c˜
∗
2 = c˜2, µ˜
∗
1 = µ˜1, µ˜
∗
2 = µ˜2,
c˜∗3 = c˜3, c˜
∗
4 = c˜4, c˜5 = 0, c˜6 = 0.
(2.273)
Âîñïîëüçóåìñß òåïåðü óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè ê ïðåîáðàçîâàíèþ
(2.91) ôóíêöèè (2.264) (ñì. (2.235)). Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.273) ýòî óñëî-
âèå ñâîäèòñß ê âèäó
c˜3 = c˜4. (2.274)
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Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà c˜5 = 0, c˜6 = 0 è c˜3 = c˜4 ìîæíî ïîëó÷èòü,
åñëè ïîòðåáîâàòü ñèììåòðèþ êîýôôèöèåíòîâ (2.266) îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåñòàíîâêè ïàð èíäåêñîâ C˜ijkl (; ) = C˜klij (; ) .
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé â äàííîì ïóíêòå ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íû-
ìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß â ïðåäïîëîæå-
íèè èõ êâàçèëèíåéíîñòè èìåþò âèä
σ˜ij = [c˜1 · ε˜kk + c˜3 · ε˜33] δij + [c˜2 · ε˜33 + c˜3 · ε˜kk] δi3δj3+
+µ˜1 · ε˜ij + 12 µ˜2 · (δi3ε˜3j + δj3ε˜3i) ,
(2.275)
ãäå c˜1, c˜2, c˜3, µ˜1 è µ˜2  ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ (2.222) 
(2.224), óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèþ
c˜∗1 = c˜1, c˜
∗
2 = c˜2, c˜
∗
3 = c˜3, µ˜
∗
1 = µ˜1, µ˜
∗
2 = µ˜2. (2.276)
Çàìå÷àíèå 2. Âìåñòî èíâàðèàíòîâ J7 è J9 â ÷èñëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèé èç






















Òîãäà â (2.275) ôóíêöèè c˜1, c˜2, c˜3, µ˜1 è µ˜2  ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èíâà-
ðèàíòîâ J1, J2, J3, J4, J5, J6, J¯7, J8, J¯9. Çàìåòèì, ÷òî J¯7 è J¯9 ßâëßþòñß ñëåäóþ-
ùèìè èíâàðèàíòàìè òåíçîðà Γijkl èç (2.110):
J¯7 = 2ΓijklΓijkl − ΓijjiΓkllk, J¯9 = 2Γ3k3lΓ3k3l − Γ3k3kΓ3l3l. (2.278)
Çàìå÷àíèå 3. Ëèíåéíûå àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ïîëó÷àåì èç (2.275), ïî-
ëîæèâ c˜1, c˜2, c˜3, µ˜1, µ˜2 = const. Âìåñòå ñ òåì, ýòè óðàâíåíèß ìîæíî ïîëó÷èòü
íåçàâèñèìî, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñß ëèíåéíûìè ïðåäñòàâëåíè-



























i = const (i = 1, 2, 3, 4) ,
Ω˜3 = const, Ω˜4 = const, Ω˜5 = const, Ω˜6 = const.
(2.279)
Òîãäà èç (2.252) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà
α˜2 = iα˜1, α˜4 = iα˜3, β˜2 = iβ˜1, β˜4 = iβ˜3, (2.280)
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à èç (2.253)  ðàâåíñòâà
Ω˜5 = iΩ˜3, Ω˜6 = iΩ˜4. (2.281)
Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèß (2.250) ïðåîáðàçóþòñß ê âèäó




δi3δ3j + µ˜1ε˜ij +
1
2
µ˜2 (δi3ε˜3j + δj3ε˜3i) ,
(2.282)
ãäå îáîçíà÷åíî
µ˜1 = Ω˜3 = const,
1
2
µ˜2 = Ω˜4 = const. (2.283)
Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ôóíêöèè Φ˜ = σ˜ij¯˜εij ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.91) ïðè-
âîäèò ê ðàâåíñòâó
α˜3 = β˜1. (2.284)
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî
îáîçíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèßìè (2.275), åñëè â ïîñëåä-
íèõ ñ÷èòàòü c˜1, c˜2, c˜3, µ˜1, µ˜2 = const .
6.3. Áîëüøîå ÷èñëî îïðåäåëßþùèõ èíâàðèàíòîâ äåëàåò ýêñïåðèìåí-
òàëüíóþ êîíêðåòèçàöèþ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (2.275) â îáùåì âè-
äå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîé. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìîæíî
îãðàíè÷èòüñß êëàññîì ìàòåðèàëîâ, äëß êîòîðûõ â óðàâíåíèßõ (2.275)
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ îò èíâàðèàíòîâ òåíçî-
ðà Γijkl âòîðîãî ïîðßäêà, îñòàâèâ òîëüêî èíâàðèàíòû ïåðâîãî ïîðßäêà.
Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ñ ïßòüþ îïðåäåëßþ-
ùèìè èíâàðèàíòàìè J1, J2, J3, J4 è J5 (ñì. 2.226).
Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (2.275) ñâßçàíî ñ
ïðåäëîæåíèåì î èõ ïîòåíöèàëüíîñòè, êîãäà íà êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâ-
íåíèé, êàê ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3, J4 è J5, íàêëàäûâàþòñß
óñëîâèß âçàèìíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê àìïëèòóäíûì óðàâíåíèßì
(2.241) ñ êîýôôèöèåíòàìè (2.240) è óñëîâèßìè (2.243).
Ðàñïèøåì óðàâíåíèß (2.241), èñïîëüçóß îáû÷íûå îáîçíà÷åíèß êîýô-
ôèöèåíòîâ:
σ˜11 = C˜11 (; ) ε˜11 + C˜12 (; ) ε˜22 + C˜13 (; ) ε˜33,
σ˜22 = C˜12 (; ) ε˜11 + C˜11 (; ) ε˜22 + C˜13 (; ) ε˜33,
σ˜33 = C˜13 (; ) (ε˜11 + ε˜22) + C˜33 (; ) ε˜33,
σ˜12 =
(
C˜11 (; )− C˜12 (; )
)
ε˜12,
σ˜23 = C˜55 (; ) ε˜23,
σ˜13 = C˜55 (; ) ε˜13.
(2.285)
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Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.240) êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (2.285) ïðè-
íèìàþò âèä






, C˜12 (; ) =
∂U˜
∂J1


















































2 − (ε′11ε′22 + ε′′11ε′′22) ,































ñâßçàííûìè ñ èíâàðèàíòàìè (2.222) è (2.224) ñîîòíîøåíèßìè
J¯1 = J1 + J2 − J3, J¯2 = J4 − 2J5 − J1 + J3, J¯3 = J3 − 2J2,
J¯4 = J2, J¯5 = 2 (J5 − J2) . (2.288)
Åñëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë U˜ = U+iD ñ÷èòàòü ôóíêöèåé èíâàðè-
àíòîâ (2.287), âûðàæåíèß äëß êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (2.285) ïðèìóò
áîëåå êîìïàêòíûé âèä
C˜11 (; ) =
∂U˜
∂J¯1









C˜33 (; ) =
∂U˜
∂J¯4





Òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèß íà àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß (2.285)




D¯ = C ′′11 (; ) J¯1 + (C
′′
11 (; )− C ′′12 (; )) J¯2 + C ′′13 (; ) J¯3+
+C ′′33 (; ) J¯4 + C
′′
55 (; ) J¯5 ≥ 0,
1
2
U¯ = C ′11 (; ) J¯1 + (C
′
11 (; )− C ′12 (; )) J¯2 + C ′13 (; ) J¯3+
+C ′33 (; ) J¯4 + C
′
55 (; ) J
′
5 ≥ 0,
C ′ij (; ) + iC
′′
ij (; ) = C˜ij (; ) (ij = 11, 12, 13, 33, 55) ,
(2.290)
ïðè÷åì âòîðîå èç íèõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíóþ ãè-
ïîòåçó. Â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû â (2.290), êðîìå èíâàðèàíòîâ
J¯1, J¯2, J¯3, J¯4 è J¯5, ßâëßþòñß ôóíêöèßìè ÷àñòîòû ω è òåìïåðàòóðû T .
Âîçìîæíûå ïîäõîäû ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîíêðåòèçàöèè àìïëèòóä-
íûõ óðàâíåíèé (2.285) ðàññìàòðèâàþòñß â ñëåäóþùåé ãëàâå.
 7. Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîï-
íîãî íåóïðóãîãî ìàòåðèàëà (áåç ïüåçîýôôåêòà) â òåðìèíàõ
ïîëçó÷åñòè. Îáðàòèìîñòü àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé
7.1. Ðåçóëüòàòû  6 îòâå÷àþò ðåëàêñàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå òåîðèè.
Èõ ôîðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ ïîëçó÷åñòè íå âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûõ

































, F˜ = U¯ − iD¯. (2.293)
Êàê è ðàíüøå, U¯ è D¯  ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè, ðàññìàòðè-
âàåìûå êàê ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, â äàííîì ñëó÷àå ïåðå-
ìåííûõ σ′ij è σ′′ij .
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Äëß ïîëó÷åíèß îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ íåò íåîáõîäèìîñòè â ïî-
âòîðåíèè ðàññóæäåíèé ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó-
÷àþòñß èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ïóòåì ôîðìàëüíîé çàìåíû
σ′ij → ε′ij , σ′′ij → ε′′ij , ε′ij → σ′ij , ε′′ij → σ′′ij (2.294)
è çàìåíû êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé C˜ íà êîìïëåêñíûå ïîäàòëèâîñòè S˜, ïðè-
÷åì ïîñëåäíèå â ñèëó íåñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè äèññèïàöèè îòíî-
ñèòåëüíî çàìåíû (2.294) óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå
S˜ij (; ) = S′ij (; )− iS′′ij (; ) (ij = 11, 12, 13, 33, 55) . (2.295)
Âûïîëíèâ óêàçàííûå çàìåíû â (2.285), ïîëó÷àåì
ε˜11 = S˜11 (; ) σ˜11 + S˜12 (; ) σ˜22 + S˜13 (; ) σ˜33,
ε˜22 = S˜12 (; ) σ˜11 + S˜11 (; ) σ˜22 + S˜13 (; ) σ˜33,
ε˜33 = S˜13 (; ) (σ˜11 + σ˜22) + S˜33 (; ) σ˜33,
ε˜12 =
(
S˜11 (; )− S˜12 (; )
)
σ˜12,
ε˜23 = S˜55 (; ) σ˜23,
ε˜13 = S˜55 (; ) σ˜13.
(2.296)



























































è â ïðåäïîëîæåíèè ïîòåíöèàëüíîñòè ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò âèä














































, F˜ = U¯ − iD¯. (2.299)
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7.2. Ðàññìîòðèì àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß (2.285) è (2.296), ïðè÷åì íå
îáßçàòåëüíî ïîòåíöèàëüíûå. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê âîïðîñó î âçàèìíîé
îáðàòèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé, èññëåäóåì èõ íà åäèíñòâåííîñòü. Äëß
ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàííûå íàïðßæåííîå è äåôîðìèðîâàííîå ñî-
ñòîßíèß äîïóñêàþò îïèñàíèå óðàâíåíèßìè (2.285) ñ ðàçíûìè íàáîðàìè
êîýôôèöèåíòîâ. Îáîçíà÷èì ýòè êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâåííî C˜ij (; ) è
c˜ij (; ) (ij = 11, 12, 13, 33, 55). Òîãäà äîëæíû âûïîëíßòüñß ðàâåíñòâà(









C˜13(; )− c˜13(; )
)
ε˜33 = 0,(









C˜13(; )− c˜13(; )
)
ε˜33 = 0,(
C˜13(; )− c˜13(; )
)
(ε˜11 + ε˜22) +
(
C˜33(; )− c˜33(; )
)
ε˜33 = 0,(




C˜12(; )− c˜12(; )
)
= 0, C˜55(; )− c˜55(; ) = 0.
(2.301)
Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé òåîðèè, àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå âñåõ ðà-
âåíñòâ C˜ij (; ) = c˜ij (; ) èç (2.301) íå ñëåäóåò. Ïåðâîå, âòîðîå è ÷åòâåðòîå
óðàâíåíèß èç (2.301) çàâèñèìû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìîæíî çàïèñàòü(
C˜11 (; )− c˜11 (; )
)
(ε˜11 + ε˜22) +
(
C˜13 (; )− c˜13 (; )
)
ε˜33 = 0,(
C˜13 (; )− c˜13 (; )
)
(ε˜11 + ε˜22) +
(
C˜33 (; )− c˜33 (; )
)
ε˜33 = 0,
C˜12 (; )− c˜12 (; ) = C˜11 (; )− c˜11 (; ) , C˜55 (; ) = c˜55 (; ) .
(2.302)
Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (2.302), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò(
C˜11 (; )− c˜11 (; )
)(




C˜13 (; )− c˜13 (; )
)2
= 0. (2.303)
Òàêèì îáðàçîì, ñâßçü ìåæäó çàäàííûìè êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäà-
ìè ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé σ˜ij è äåôîðìàöèé ε˜ij â âèäå óðàâíåíèé
(2.285) äîïóñêàåò â îáùåì ñëó÷àå íåêîòîðûé ïðîèçâîë â âûáîðå êîýô-
ôèöèåíòîâ ýòèõ óðàâíåíèé. Åñëè êàêèå-ëèáî äâà êîýôôèöèåíòà C˜ij (; )
è c˜ij (; ) (ij = 11, 12, 13, 33) èç äâóõ íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû, òî
ðàâíû è âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû.
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Âìåñòå ñ òåì, óðàâíåíèß (2.285) ïîëó÷åíû íàìè äëß ìàòåðèàëîâ ñ
ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöè-
åíòû C˜ij (; ) è c˜ij (; ), êàê ôóíêöèè àðãóìåíòîâ (2.287) (çäåñü è íèæå
ðàññìàòðèâàþòñß àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ñ ïßòüþ îïðåäåëßþùèìè èí-
âàðèàíòàìè), èíâàðèàíòû ê çàìåíå (2.91). Â ñâßçè ñ ýòèì ïðåîáðàçóåì,
íàïðèìåð, âòîðîå èç óðàâíåíèé (2.302), óìíîæèâ åãî íà ¯˜ε33. Â ðåçóëü-
òàòå, ó÷èòûâàß (2.287), áóäåì èìåòü
2
(














33 − (ε′′11 + ε′′22) ε′33. (2.305)
Â (2.304) âñå âåëè÷èíû, çà èñêëþ÷åíèåì α, èíâàðèàíòíû ê çàìåíå
(2.91). ×òî êàñàåòñß âåëè÷èíû α, òî îíà â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ìå-
íßåò çíàê. Ïîýòîìó èç (2.304) ïîëó÷àåì C˜13 (; ) = c˜13 (; ), à èç (2.302) 
ðàâåíñòâà âñåõ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè
ñâîéñòâàìè
C˜11 (; ) = c˜11 (; ) , C˜12 (; ) = c˜12 (; ) , C˜13 (; ) = c˜13 (; ) ,
C˜33 (; ) = c˜33 (; ) , C˜55 (; ) = c˜55 (; )
(2.306)
è åäèíñòâåííîñòü óðàâíåíèé (2.285) èìååò ìåñòî. Åñòåñòâåííî, âñå èç-
ëîæåííîå âûøå àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèòñß íà óðàâíåíèß (2.296).
7.3. Çàìîðîçèâ èíâàðèàíòû (2.287) è (2.297), óðàâíåíèß (2.285)
ìîæíî ôîðìàëüíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä äå-
ôîðìàöèé, à óðàâíåíèß (2.296) - îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä
íàïðßæåíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îò óðàâíåíèé (2.296) ïåðåõîäèì ê
óðàâíåíèßì âèäà (2.285), íî ñ êîýôôèöèåíòàìè
C˜11 (; ) =
S˜11 (; ) S˜33 (; )− S˜213 (; )
P˜ (; )
(
S˜11 (; )− S˜12 (; )
) , C˜12 (; ) = S˜213 (; )− S˜12 (; ) S˜33 (; )
P˜ (; )
(
S˜11 (; )− S˜12 (; )
) ,
C˜13 (; ) = − S˜13 (; )
P˜ (; )
, C˜33 (; ) =
S˜11 (; ) + S˜12 (; )
P˜ (; )




P˜ (; ) = S˜33 (; )
(
S˜11 (; ) + S˜12 (; )
)
− 2S˜213 (; ) ,
(2.307)
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çàâèñßùèìè, â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (2.285), îò èíâà-
ðèàíòîâ (2.297).
Ïðè ðàçðåøåíèè óðàâíåíèé (2.285) êîìïëåêñíûå ïîäàòëèâîñòè è ìî-
äóëè â (2.307) ñëåäóåò ïîìåíßòü ìåñòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (2.285) è (2.296) ñâßçàíû
òàêèìè æå ñîîòíîøåíèßìè, ÷òî è â ëèíåéíîé òåîðèè, à âîïðîñ îá îá-
ðàòèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî â ï. 7.2 ñâîäèòñß ê
âîïðîñó îá îáðàòèìîñòè íàáîðîâ èíâàðèàíòîâ (2.287) è (2.297)
Èñïîëüçóß óðàâíåíèß (2.296), âûðàçèì èíâàðèàíòû (2.287) ÷åðåç ñî-
ñòàâëßþùèå ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé. Äëß ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèß
a11 (; ) =
∣∣∣S˜11 (; ) + S˜12 (; )∣∣∣2 , a12 (; ) = a21 (; ) = 0,
a13 (; ) = a31 (; ) = 2Re
[(





a14 (; ) = a41 (; ) = 4
∣∣∣S˜13 (; )∣∣∣2 , a15 (; ) = a51 (; ) = 0,
a22 (; ) =
∣∣∣S˜11 (; )− S˜12 (; )∣∣∣2 , a23 (; ) = a32 (; ) = 0,
a24 (; ) = a42 (; ) = 0, a25 (; ) = a52 (; ) = 0,
a33 (; ) = Re
[(





∣∣∣S˜13 (; )∣∣∣2 ,






a35 (; ) = a53 (; ) = 0, a44 (; ) = 4
∣∣∣S˜33 (; )∣∣∣2 ,
a45 (; ) = a54 (; ) = 0, a55 (; ) =
∣∣∣S˜55 (; )∣∣∣2 ,
(2.308)
b1 (; ) = 2Im
[(




, b2 (; ) = b5 (; ) = 0,
b3 (; ) = Im
[(
















33 − (σ′′11 + σ′′22)σ′33. (2.310)
Åñëè âìåñòî âòîðûõ èíâàðèàíòîâ J¯2 è J
(σ)
2 èç (2.287) è (2.297) âðå-
ìåííî ââåñòè èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâåííî
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à âìåñòî èíâàðèàíòà J¯4  èíâàðèàíò Jˆ4 = 4J¯4, ñîõðàíèâ äëß èíâàðè-
àíòîâ Jˆ2, Jˆ
(σ)
2 è Jˆ4 ïðåæíèå îáîçíà÷åíèß J¯2, J
(σ)
2 è J¯4, òî èñêîìûå ñî-
îòíîøåíèß äëß èíâàðèàíòîâ J¯i ñ ó÷åòîì âûïîëíåííûõ çàìåí ìîæíî






j + bi (; )β (i = 1, . . . , 5) , (2.312)









Ïðè ôèêñèðîâàííûõ èíâàðèàíòàõ J (σ)j âåëè÷èíà β (2.310) îïðåäåëß-





4 − J (σ)
2
3 . (2.313)
Ïîýòîìó âûðàçèòü îäíîçíà÷íî èíâàðèàíòû J¯i ÷åðåç èíâàðèàíòû J
(σ)
j áåç
òåõ èëè èíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íåëüçß äàæå â ðàìêàõ
ëèíåéíîé òåîðèè.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû σ11 + σ22 è σ33 èìåþò îäèíàêîâûå ôà-
çû. Â ýòîì ñëó÷àå β ≡ 0 è èíâàðèàíòû J¯i îäíîçíà÷íî îïðåäåëßþòñß
èíâàðèàíòàìè J (σ)j (i, j = 1, . . . , 5).
Òî æå ñàìîå áóäåì èìåòü, åñëè âñå bi (; ) = 0. Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé





11(; ) + S
′′
12(; )








11(; ) + S
′′
12(; )












Çàìåòèì, ÷òî òðåòüå èç ðàâåíñòâ (2.314) ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì äâóõ ïåð-
âûõ ðàâåíñòâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âûïîëíåíèß ðà-
âåíñòâ (2.314) è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îäíîçíà÷íîé
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Óðàâíåíèß (2.312) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñß ðà-
âåíñòâîì, ñâßçûâàþùèì èíâàðèàíòû J (σ)j è âåëè÷èíó β (2.310) ñ âåëè-
÷èíîé α (2.305). Ýòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñß ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé




bj (; ) J
(σ)
j + θ (; )β, (2.316)
ãäå (ñì. (2.307))
θ (; ) = Re
[(





∣∣∣S˜13 (; )∣∣∣2 6= 0. (2.317)





aij (; ) +









Íåîäíîçíà÷íîñòü â óðàâíåíèß (2.318) âíîñèò âåëè÷èíà α
α = ±
√
J¯1J¯4 − J¯23 , (2.319)







Åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè èíâàðèàíòîâ
J¯i èíâàðèàíòàìè J
(σ)
j ïîëó÷àåì ïðè α = 0. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíßåòñß,
åñëè îäèíàêîâûå ôàçû èìåþò âåëè÷èíû ε11 + ε22 è ε33.
Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß (2.285) ñ ïßòüþ îïðå-
äåëßþùèìè èíâàðèàíòàìè ïîëó÷åíû íàìè â ðåçóëüòàòå ïðåíåáðåæåíèß
çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé (2.275) îò èíâà-
ðèàíòîâ òåíçîðà Γijkl âòîðîãî ïîðßäêà. Ýòî îïðàâäàíî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ìàòåðèàë èìååò ìàëûå âíóòðåííèå ïîòåðè. Çäåñü è íèæå ïîä ìà-
ëûìè âíóòðåííèìè ïîòåðßìè áóäåì ïîíèìàòü òàêèå ïîòåðè, êâàäðàòàìè
è ïðîèçâåäåíèßìè òàíãåíñîâ óãëîâ êîòîðûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñêàçàííîå, åñòåñòâåííî, îòíîñèòñß è ê óðàâíåíèßì
(2.296).
Ïðè ìàëûõ ïîòåðßõ ðàññìîòðåííûå âûøå ÷àñòíûå ñëó÷àè îäíîçíà÷-
íîé îïðåäåëèìîñòè èíâàðèàíòîâ J¯i èíâàðèàíòàìè J
(σ)
j ïðèâîäßò ê îä-
íèì è òåì æå ñîîòíîøåíèßì, êîòîðûå â îáîçíà÷åíèßõ (2.287) è (2.297)






















2 (; ) J (σ)4 ,
J¯1 + 2J¯2 =
(















































2 (; ) J (σ)4 ,
J¯5 = S′55










Êðîìå òîãî, ïðè ìàëûõ ïîòåðßõ ïðåäïîëîæåíèå î âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà
β = 0 èëè ðàâåíñòâà α = 0 ìîæíî îñëàáèòü, à èìåííî, äëß ïîëó÷åíèß
óðàâíåíèé (2.320) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîðßäîê îòíîøåíèß
|β|∣∣J(σ)3 ∣∣ èëè |α||J¯3| íå ïðåâûøàë ïîðßäêà òàíãåíñîâ óãëîâ ïîòåðü (ñì. (2.312)
èëè (2.318)).
Âîçìîæíîñòü ïðåíåáðåæåíèß ïîñëåäíèìè ñëàãàåìûìè â ïðàâûõ ÷à-
ñòßõ óðàâíåíèé (2.312) â ñëó÷àå òðåáóåìîé ìàëîñòè îòíîøåíèß |β|∣∣J(σ)3 ∣∣
ßâëßåòñß î÷åâèäíîé.×òî êàñàåòñß óðàâíåíèé (2.318), òî ïðè òðåáóåìîé
ìàëîñòè îòíîøåíèß |α||J¯3| î÷åâèäíûì ßâëßåòñß òîëüêî ïðåíåáðåæåíèå ïî-
ñëåäíèì ñëàãàåìûì â òðåòüåì èç ýòèõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèè äëß J¯3). Â
îñòàëüíûõ óðàâíåíèßõ (2.318) (ðå÷ü èä¼ò òîëüêî î ïåðâîì è ÷åòâåðòîì
èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó b2(; ) = 0 è b5(; ) = 0) ïðåäâàðèòåëüíî
ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñß âûðàæåíèåì äëß J (σ)3 èç òðåòüåãî óðàâíåíèß
(2.318).
Òðåáóåìàß ìàëîñòü îòíîøåíèß |β|∣∣J(σ)3 ∣∣ èëè |α||J¯3| âñåãäà âûïîëíßåòñß â
ñëó÷àå êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ íàïðßæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîå ñîñòîßíèå îïðåäåëßåòñß äåéñòâèòåëüíûìè ñîñòàâëßþùèìè
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåâûõ âåëè÷èí, à ìíèìûìè ñîñòàâëßþùèìè
ýòèõ àìïëèòóä ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ñêàçàííîå ñòàíîâèòñß î÷åâèäíûì, åñëè ðàñïèñàòü âûðàæåíèå äëß
âåëè÷èíû β èëè α ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëß èíâàðèàíòîâ (2.297) èëè
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(2.287). Íàïðèìåð,
|β|∣∣∣J (σ)3 ∣∣∣ =












2 − 1. (2.321)
Äëß âåëè÷èíû |α||J¯3| â ïðàâîé ÷àñòè (2.321) ñîñòàâëßþùèå íàïðßæåíèé
ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñîñòàâëßþùèå äåôîðìàöèé.
Òà æå ìàëîñòü îòíîøåíèß |β|∣∣J(σ)3 ∣∣ (ïðè êèíåìàòè÷åñêîì âîçáóæäåíèè
êîëåáàíèé) èëè |α||J¯3| (ïðè ñèëîâîì âîçáóæäåíèè) èìååò ìåñòî è ïðè
ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèßõ. Â ðåçîíàíñíîé îáëàñòè ìíèìûå ñîñòàâëßþ-
ùèå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåâûõ âåëè÷èí äîñòèãàþò ñâîèõ ìàêñè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé, òîãäà êàê äåéñòâèòåëüíûå ñîñòàâëßþùèå ìåíßþò
çíàê, "ïåðåõîäß"÷åðåç íîëü (ðå÷ü, êîíå÷íî,èä¼ò î êîìïëåêñíûõ àìïëè-
òóäàõ íàïðßæåíèé â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé è
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóäàõ äåôîðìàöèé â ñëó÷àå ñèëîâîãî âîçáóæäåíèß
ýòèõ êîëåáàíèé). Ïðè ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèßõ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíî-
øåíèß òèïà (2.231) ïðåíåáðåãàåòñß äåéñòâèòåëüíûìè ñîñòàâëßþùèìè
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåâûõ âåëè÷èí. Ïðîâåäåííûå àâòîðàìè ìíî-
ãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé íåóïðóãèõ òåë [60, 71, 79,
104, 121 è äð.] ïîêàçàëè, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ñ
òî÷íîñòüþ äî 3  4 çíàêîâ ïîñëå çàïßòîé äåéñòâèòåëüíûå ñîñòàâëßþ-
ùèå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåâûõ âåëè÷èí ïðèìåðíî íà äâà ïîðßäêà
íèæå ìíèìûõ ñîñòàâëßþùèõ ýòèõ àìïëèòóä.
Êðîìå ðàññìîòðåííûõ âûøå êðàéíèõ ñëó÷àåâ, òå æå ðàñ÷åòû ñâè-
äåòåëüñòâóþò î äîñòàòî÷íîé ìàëîñòè îòíîøåíèß |β|∣∣J(σ)3 ∣∣ (â ñëó÷àå êè-
íåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé) èëè îòíîøåíèß |α||J¯3| (â ñëó÷àå
ñèëîâîãî âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé) äëß ëþáîãî äðóãîãî ÷àñòîòíîãî äèà-
ïàçîíà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ ïîòåðßõ ñâßçü ìåæäó èíâàðèàíòàìè
(2.287) è (2.297) ìîæåò áûòü îïèñàíà óïðóãîïîäîáíûìè ñîîòíîøåíèß-
ìè (2.320), à âîïðîñ î ïåðåõîäå îò óðàâíåíèé â ïîäàòëèâîñòßõ (2.296) ê
óðàâíåíèßì â ìîäóëßõ (2.285) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.307) ñâîäèòñß
ê âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè ñîîòíîøåíèé (2.320) îòíîñèòåëüíî èíâàðèàí-
òîâ J (σ)1 , . . . , J
(σ)
5 . Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýòîé ðàçðåøèìîñòè ßâëßåòñß
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îòëè÷èå îò íóëß ñîîòâåòñòâóþùåãî (2.320) ßêîáèàíà.
Âñå èçëîæåííîå âûøå àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèòñß íà ñëó÷àé ïåðåõî-
äà îò óðàâíåíèé (2.285) ê óðàâíåíèßì (2.296). Ñîîòâåòñòâóþùèå óïðó-
ãîïîäîáíûå ñîîòíîøåíèß, ñâßçûâàþùèå èíâàðèàíòû, ïîëó÷àþòñß èç
(2.320) ïóòåì çàìåíû
J¯i → J (σ)i , J (σ)i → J¯i (i = 1, . . . , 5) , S′kl (; )→ C ′kl (; )
(kl = 11, 12, 13, 33, 55) ,
(2.322)
à â ñîîòíîøåíèßõ (2.307) ñëåäóåò ïîìåíßòü ìåñòàìè êîìïëåêñíûå ïî-
äàòëèâîñòè è ìîäóëè.
Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèß.
Çàìå÷àíèå 1. Îòëè÷íûå îò íóëåâûõ âåëè÷èíû b1 (; ), b3 (; ) è b4 (; ) èç
(2.309) ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì
S˜33 (; ) b1 (; )− 2S˜13 (; ) b3 (; ) + 1
2
(
S˜11 (; ) + S˜12 (; )
)
b4 (; ) = 0. (2.323)
Çàïèøåì âûðàæåíèå äëß ôóíêöèé íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè Φ˜ = U¯ + iD¯:
1
2
Φ˜ = C˜11 (;) J¯1+
(
C˜11 (;)− C˜12 (;)
)
J¯2+C˜13 (;) J¯3+C˜33 (;) J¯4+C˜55 (;) J¯5, (2.324)
ãäå (; ) =
(
J¯1, . . . , J¯5
)
. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñß ôîðìóëàìè ïåðåõîäà (2.307) è
ñâßçûâàþùèìè èíâàðèàíòû ôîðìóëàìè (2.312) (ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â (2.312),
â îòëè÷èå îò (2.324), ïîä èíâàðèàíòàìè J¯2, J(σ)2 è J¯4 ïîíèìàþòñß èíâàðèàíòû
(2.311) è 4J¯4), âûðàæåíèå (2.324) ñ ó÷åòîì (2.323) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
1
2









¯˜S13 (; ) J
(σ)
3 +
+¯˜S33 (; ) J
(σ)
4 +












. Ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñèìî îò òîãî, êàêîâûìè ßâ-
ëßþòñß ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòßõ (2.312), îíè íå äàþò âêëàä â
ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè. Âìåñòå ñ òåì, áåç ïðåíåáðåæåíèß ýòèìè
ñëàãàåìûìè â ðàìêàõ ìàëûõ ïîòåðü ìû íå ñìîãëè áû ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíâàðèàíòàìè è ïåðåõîä îò âûðàæåíèß (2.324) ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè, çàâèñßùèìè îò èíâàðèàíòîâ J¯1, . . . , J¯5, ê âûðàæåíèþ (2.325) ñ
êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñßùèìè îò èíâàðèàíòîâ J(σ)1 , . . . , J
(σ)
5 , áûë áû íå îáîñ-
íîâàí. Â ñâßçè ñ ýòèì ïåðåéäåì êî âòîðîìó çàìå÷àíèþ.
Çàìå÷àíèå 2. Âîïðîñ î âçàèìíîé îáðàòèìîñòè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé
(2.296) è (2.285) ðåøàëñß íàìè âûøå â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè âíóòðåííèõ
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ïîòåðü ìàòåðèàëà. Âìåñòå ñ òåì, ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà ìîæíî áûëî áû ïî-
äîéòè ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé. À èìåííî, ïîñëå ïåðåõîäà îò óðàâíåíèé (2.312)
ê óðàâíåíèßì (2.318) ìîæíî áûëî áû ñòàâèòü âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïî-
ñëåäíèõ îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòîâ J(σ)1 , . . . , J
(σ)
5 , ñ÷èòàß α äîïîëíèòåëüíîé
ïåðåìåííîé, íåçàâèñßùåé îò èíâàðèàíòîâ J¯1, . . . , J¯5. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé








J¯1, . . . , J¯5; α
)
(i = 1, . . . , 5) . (2.326)





(2.296) â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (2.307) ñ ó÷å-
òîì (2.326) äîëæíû áûòü ÷åòíûìè ôóíêöèßìè α (ñì. (2.319)). Ìîæíî ïîòðå-
áîâàòü âûïîëíåíèß áîëåå æåñòîêîãî óñëîâèß, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøå-
íèé (2.307) ñ÷èòàþòñß íåçàâèñßùèìè îò α âîâñå. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðèâåäåò
ê íåêîòîðûì äèôôåðåíöèàëüíûì ðàâåíñòâàì, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-
ðßòü ïîäàòëèâîñòè S˜ij (; ) (ij = 11, 12, 13, 33, 55), êàê ôóíêöèè èíâàðèàí-







Â äàííîé ãëàâå ìû ïðîäîëæàåì ïîñòðîåíèå çàìêíóòûõ íåëèíåéíûõ àì-
ïëèòóäíûõ òåîðèé äëß êîíêðåòíûõ ñðåä, íà÷àòûå â  5, 6, 7 ïðåäûäóùåé
ãëàâû. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèß âûñòóïàåò íåóïðóãèé ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûé
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë. Ñòðîèòüñß ïîòåí-
öèàëüíàß òåîðèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé è áîëåå îáùàß òåîðèß, îñíîâàííàß
íà ïðåäñòàâëåíèßõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàþòñß âîïðîñû îá îáðà-
òèìîñòè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé è èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîíêðåòèçàöèè1.
 1. Çàìêíóòàß ïîòåíöèàëüíàß òåîðèß àìïëèòóäíûõ óðàâ-
íåíèé
Êàê è â  5, 6 ïðåäûäóùåé ãëàâû, íà÷íåì èçëîæåíèå ìàòåðèàëà
äàííîé ãëàâû ñ ïîñòðîåíèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóß ïðåä-
ïîëîæåíèå î èõ ïîòåíöèàëüíîñòè.
Èòàê, â êà÷åñòâå èñõîäíûõ óðàâíåíèé äàííîãî ïàðàãðàôà ïðèìåì
óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (2.76)
1×àñòü ðåçóëüòàòîâ äàííîé è ïðåäûäóùåé ãëàâ ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ëóùèêî-
âûì À.Â.
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D′k = 0 (3.2)
è ïîýòîìó ßâëßþòñß, âîîáùå ãîâîðß, ôóíêöèßìè âèäà (ñì. (2.25))
U = U
(








































Âåëè÷èíû (3.4) è (3.5) íå ßâëßþòñß íåçàâèñèìûìè è ñâßçàíû ñîîò-
íîøåíèßìè (2.26).
Äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè çàâè-
ñèìîñòè (3.3) óïðîùàþòñß (ñì. çàìå÷àíèå 1  2):
U = U (Γijkl, Γijk, Γkl) , D = D (Γijkl, Γijk, Γkl) . (3.6)
Ïåðåéäåì ê òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ïüåçîìàòåðèàëàì ñ ïîëß-
ðèçàöèåé âäîëü îñè Ox3. Ïîñêîëüêó U è D  ñêàëßðû, èõ çàâèñèìî-
ñòè îò òåíçîðîâ (3.4) è (3.5) ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû òîëüêî ÷åðåç èí-
âàðèàíòû ýòèõ òåíçîðîâ. Ïî âèäèìîìó, êàêèå-ëèáî îáùèå ïðåäñòàâëå-
íèß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñêàëßðíûõ ôóíêöèé îò íàáîðà òåíçî-
ðîâ ÷åòâåðòîãî, òðåòüåãî è âòîðîãî ðàíãîâ òèïà (3.4) è (3.5) â ëèòåðàòóðå
îòñóòñòâóþò. Âìåñòå ñ òåì, ñòðóêòóðà ýòèõ òåíçîðîâ òàêîâà, ÷òî ïîçâî-
ëßåò ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè U è D êàê òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå
ñêàëßðíûå ôóíêöèè äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ε′mn,
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ε′′mn è äâóõ âåêòîðîâ D′k, D′′k . Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îò ôóíê-
öèé U è D, êàê ôóíêöèé ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ε′mn, ε′′mn è
âåêòîðîâ D′k, D′′k , íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü óäîâëåòâîðåíèß äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.2).
Èç âñåâîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ε′mn, ε′′mn è âåê-
òîðîâ D′k,D′′k , îòâå÷àþùèõ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè, îñòàâèì òîëüêî
ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå èíâàðèàíòû
I1 = ε′kk, I2 = ε
′′
kk, I3 = ε
′
33, I4 = ε
′′






















k , I11 = D
′
3, I12 = D
′′


























k (i, j, k = 1, 2, 3) .
(3.7)
Âìåñòî (3.7) ìîæíî âçßòü èíâàðèàíòû
i1 = ε′αα, i2 = ε
′′
αα, i3 = ε
′
33, i4 = ε
′′






















α, i11 = D
′
3, i12 = D
′′


























α (α, β = 1, 2) .
(3.8)
Íàáîðû èíâàðèàíòîâ (3.7) è (3.8) ñâßçàíû ñîîòíîøåíèßìè
I1 = i1 + i3, I2 = i2 + i4, I3 = i3, I4 = i4,
I5 = i5 + 2i7 + i23, I6 = i6 + 2i8 + i
2
4, I7 = i7 + i
2
3,
I8 = i8 + i24, I9 = i9 + i3i11, I10 = i10 + i4i12,
I11 = i11, I12 = i12, I13 = i13 + i211, I14 = i14 + i
2
12,
I15 = i15 + 2i16 + i3i4, I16 = i16 + i3i4,
I17 = i17 + i11i12, I18 = i18 + i3i12, I19 = i19 + i4i11
(3.9)
èëè îáðàòíûìè ñîîòíîøåíèßìè
i1 = I1 − I3, i2 = I2 − I4, i3 = I3, i4 = I4,
i5 = I5 − 2I7 + I23 , i6 = I6 − 2I8 + I24 , i7 = I7 − I23 ,
i8 = I8 − I24 , i9 = I9 − I3I11, i10 = I10 − I4I12, i11 = I11,
i12 = I12, i13 = I13 − I211, i14 = I14 − I212,
i15 = I15 − 2I16 + I3I4, i16 = I16 − I3I4, i17 = I17 − I11I12,
i18 = I18 − I3I12, i19 = I19 − I4I11.
(3.10)
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Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè
∂ (i1, i2, . . . , i19)
∂ (ε′11, ε
′




êîòîðîé 19 × 18, èìååò ðàíã 16. Ïîýòîìó èç íàáîðà èíâàðèàíòîâ (3.8)



















































































)− (i18i8 − i10i16)2 = 0. (3.13)




)− (i19i7 − i9i16)2 = 0. (3.14)
Ó÷èòûâàß (3.13) è (3.14), èñêëþ÷àåì èç íàáîðà èíâàðèàíòîâ (3.8) èí-






16i13 − i7i210i13 − i7i217i8
)2−











èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî èñêëþ÷èòü èëè i9, èëè i10, èëè i9 − i10,
îñòàâèâ i9 + i10.
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Íèæå âìåñòî íåêîòîðûõ ïàð èíâàðèàíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ
ñóììû è ðàçíîñòè (îáîçíà÷åíèß èíâàðèàíòîâ èçìåíåíû):
I1 = ε′kk, I2 = ε
′′
kk, I3 = ε
′



































ji − ε′′ijε′′ji, I10 = ε′3kε′k3 − ε′′3kε′′k3,










k , I12 = D
′
3,

















Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äåñßòü èíâàðèàíòîâ (3.16)  ýòî èíâàðèàíòû
(2.219).
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.2) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëß ïðîèç-
âîäíûõ (2.220), à òàêæå âûðàæåíèé
∂I11
∂ε′kl









































































Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòû I5, I6, I11, I14 âõîäßò â óðàâíåíèå (3.18)










I14, J9 = I11. (3.19)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèß (3.18) ßâëß-


























, J8 = I1I12 + I2I13, J10 = I3I12 + I4I13,
(3.20)





























Îäíàêî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñðåäè íèõ òîëüêî 11. Äåéñòâè-








3 − J3J8J10 − 4J1J2J6 = 0, (3.22)
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ (3.20) ìîæíî èñ-
êëþ÷èòü. Îñòàâøèåñß 11 èíòåãðàëîâ (3.20) è (3.21) áóäóò ôóíêöèîíàëü-
íî íåçàâèñèìûìè. Äîáàâèâ ê íèì èíâàðèàíòû (3.19), ïðèäåì ê îáùåìó
ïðåäñòàâëåíèþ ïîòåíöèàëîâ U è D, êàê ôóíêöèé 15 èíâàðèàíòîâ. Îñòà-
âèâ âðåìåííî â ñòîðîíå âîïðîñ î òîì, êàêîé èç èíòåãðàëîâ (3.20) ëó÷øå
èñêëþ÷èòü è ñòîèò ëè ýòî äåëàòü âîîáùå, ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëû U è
D êàê ôóíêöèè âñåõ 16 èíâàðèàíòîâ (3.19)  (3.21):
U = U (J1, J2, . . . , J16) , D = D (J1, J2, . . . , J16) . (3.23)
Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòèì ìû íå íàðóøàåì îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ïðî-
ñòî ñ ñàìîãî íà÷àëà â îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòàõ ïðåäïîëàãàþòñß îïðå-
äåëåííûå ñâßçè.
Çàìåòèì, ÷òî àðãóìåíòû ôóíêöèé (3.23) ßâëßþòñß ñëåäóþùèìè èí-























Γkk, J8 = Γkk3,
J9 = 2Γ3kk, J10 = Γ333, J11 = 2ΓkkijΓijll − ΓkkllΓijij ,
J12 = 2ΓkkijΓˆllij , J13 = 2Γ333kΓk333 − Γ3333Γk3k3,
J14 = 2Γ333kΓˆ333k, J15 = 2Γ3kΓk3 − Γ33Γkk, J16 = 2Γ3kΓˆ3k.
(3.24)
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Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèßì (3.1), êîòîðûå ñ öåëüþ óïðîùåíèß âûêëàäîê















U˜ = U + iD, σ˜ij = σ′ij + iσ
′′





Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå çàâèñèìîñòè (3.23) è ó÷èòûâàß âûðàæåíèß


































































































































ε˜ij = ε′ij + iε
′′





¯˜εij = ε′ij − iε′′ij , ¯˜Dk = D′k − iD′′k .
(3.29)
Èç (3.27) è (3.28) ñëåäóåò, ÷òî äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (3.1) èëè (3.25)
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äîïóñêàþò êîíöåïöèþ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðè-





















































Ðàâåíñòâà (3.31)  (3.33)  ýòî óñëîâèß Êîøè-Ðèìàíà àíàëèòè÷íîñòè
ôóíêöèè U˜ = U + iD îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî J11 + iJ12, J13 + iJ14 è J15 + iJ16.





















































































Îáðàòèìñß ê ôóíêöèßì íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (2.37)
U¯ = ReΦ˜, D¯ = ImΦ˜, Φ˜ = σ˜ij¯˜εij + E˜k
¯˜Dk. (3.36)
Åñëè ó÷åñòü (3.34) è (3.35), ìîæíî çàïèñàòü





























































Äî ñèõ ïîð ìû íå íàêëàäûâàëè íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåð
íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìàòåðèàëàì ñ ñèììåòðè÷-
íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, äëß êîòîðûõ ôóíêöèè íàêîïëåíèß U¯
è äèññèïàöèè D¯, à òàêæå ïîòåíöèàëû U è D ßâëßþòñß ôóíêöèßìè âèäà
(3.6) è, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòû ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.41). Èç (3.24)
âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß èíâàðèàíòû J12, J14 è J16
ìåíßþò çíàê, òîãäà êàê îñòàëüíûå èíâàðèàíòû îñòàþòñß ïîñòîßííûìè.
Ïîýòîìó äîëæíû âûïîëíßòüñß ðàâåíñòâà
Φ˜ (J1, . . . , J11,−J12, J13,−J14, J15,−J16) = Φ˜ (J1, . . . , J11, J12, J13, J14, J15, J16) ,
U˜ (J1, . . . , J11,−J12, J13,−J14, J15,−J16) = U˜ (J1, . . . , J11, J12, J13, J14, J15, J16) .
(3.39)









J16 = 0 (3.40)









J16 = 0. (3.41)
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Ïðèíèìàß âî âíèìàíèß ðàâåíñòâà (3.43) è ââåäß îáîçíà÷åíèß
λ˜α (; ) = λ
′
α (; ) + iλ
′′
α (; ) =
∂U˜
∂Jα
(α = 1, 2, 3, 4, 5) ;
β˜1 (; ) = β
′
1 (; ) + iβ
′′
1 (; ) =
∂U˜
∂J6
, β˜2 (; ) = β
′
2 (; ) + iβ
′′




h˜1 (; ) = h
′
1 (; ) + ih
′′
1 (; ) =
∂U˜
∂J8
, h˜3 (; ) = h
′
3 (; ) + ih
′′




h˜2 (; ) = h
′
2 (; ) + ih
′′




(; ) = (J1, J2, J3, J4, J5, J6, J7, J8, J9, J10) ,
(3.44)
èç (3.34) è (3.35) ïîëó÷àåì
σ˜ij =
[





λ˜2 (; ) ε˜33 + λ˜3 (; ) ε˜kk + h˜2 (; ) D˜3
]












β˜1 (; ) D˜3 + h˜1 (; ) ε˜kk + h˜2 (; ) ε˜33
]
δk3+
+β˜2 (; ) D˜k + 2h˜3 (; ) ε˜k3.
(3.46)
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â óðàâíåíèßõ (3.25) ïîëíîé ñè-
ñòåìû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ
ε′ij , ε
′′
ij è âåêòîðîâ D′k, D′′k , îòâå÷àþùèõ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè
(êðîìå èíâàðèàíòîâ (3.16) ó÷åñòü èíâàðèàíòû òðåòüåãî ïîðßäêà, íî íå
áîëüøå äâóõ), íàðóøàåòñß êâàçèëèíåéíîñòü âûðàæåíèé äëß σ˜ij è E˜k,
êîòîðàß ïðåäïîëàãàåòñß êîíöåïöèåé àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: äëß
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (3.25) èëè
â îáû÷íîé çàïèñè (3.1) äîïóñêàþò êîìïëåêñíóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèß
(3.45) è (3.46) ñ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûìè êîìïëåêñíûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîòåíöèàëû (3.6) çàâèñßò òîëüêî îò
èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðßäêà òåíçîðîâ (3.4), ò.å. ßâëßþòñß ôóíêöèßìè
âèäà
U = U (J1, . . . , J10) , D = D (J1, . . . , J10) . (3.47)
Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå õàðàêòåðèñòèêè íàõîäßòñß ïî ôîðìó-
ëàì (3.44). Èñïîëüçóß ýòè ôîðìóëû, ëåãêî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
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óñëîâèß âçàèìíîñòè äëß êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê. Äëß ìåõàíè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê îíè èìåþò âèä (2.243).
Ýêñïåðèìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò ôóíêöèè íàêîïëåíèß è
äèññèïàöèè















D¯ (J1, . . . , J10) = σ′′ijε
′
ij − σ′ijε′′ij + E′′kD′k − E′kD′′k ,
(3.48)










, Φ˜ = U¯ + iD¯. (3.49)
Ëèíåéíóþ òåîðèþ ïîëó÷àåì, êîãäà ôóíêöèè (3.48) àïïðîêñèìèðó-
þòñß ëèíåéíûìè ôóíêöèßìè èíâàðèàíòîâ J1, . . . , J10.
 2. Òåîðèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ïðåäñòàâëå-
íèé òåíçîðíûõ ôóíêöèé
Â  6 ïðåäûäóùåé ãëàâû ïîêàçàíî, ÷òî êîíöåïöèß àìïëèòóäíî-çà-
âèñèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî
(íåïüåçîàêòèâíîãî) ìàòåðèàëà ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîé-
ñòâàìè îáîñíîâàíà, åñëè êîýôôèöèåíòû â îáùèõ ïðåäñòàâëåíèßõ òåí-
çîðíûõ ôóíêöèé ñîäåðæàò òîëüêî ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå èíâàðè-
àíòû. Íèæå ýòîò âîïðîñ èññëåäóåòñß äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì ïî àíàëîãèè ñ  5, 6 ãë. 2
ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî êîíöåïöèß êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê äëß
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè äîïóñêàåò áîëåå øèðîêèé ñïåêòð
àìïëèòóäíûõ çàâèñèìîñòåé, ÷åì òå, êîòîðûå îïèñûâàþòñß óðàâíåíèß-
ìè (3.45) è (3.46).
Âêëþ÷èì â ÷èñëî àðãóìåíòîâ òåíçîðíûõ ôóíêöèé (2.16) îáðàçóþùèå
òåíçîðû òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè δij è δj3 è äëß ñîêðàùåíèß çàïèñè
ïðåäñòàâèì ýòè ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé ôîðìå






k , δij , δj3) ,






k , δij , δj3) ,
(3.50)
ãäå ó÷òåíû îáîçíà÷åíèß (3.26).
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Ðàññìîòðèì òåíçîðû























Ëþáûå øåñòü èç íèõ ìîæíî âçßòü â êà÷åñòâå òåíçîðíîãî áàçèñà (î÷å-
âèäíî, ÷òî âñåõ òàêèõ áàçèñîâ C68 = 28) è ðàçëîæèòü â ýòîì áàçèñå
òåíçîðíóþ ôóíêöèþ σ˜ij èç (3.50). Åñëè íàáîðû ñîâìåñòíûõ èíâàðèàí-
òîâ òåíçîðîâ ε′ij , ε′′ij è âåêòîðîâ D′k, D′′k , êàê àðãóìåíòû êîýôôèöèåíòîâ
â òàêèõ ðàçëîæåíèßõ, ñ÷èòàòü ïîëíûìè, òî âñå ýòè ðàçëîæåíèß áóäóò
ðàâíîñèëüíûìè.










ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå áàçèñà äëß ðàçëîæåíèß âåêòîðíîé ôóíê-
öèè E˜j èç (3.50). Çäåñü òàêæå âñå ýòè C35 = 10 ðàçëîæåíèé áóäóò ðàâ-
íîñèëüíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ
òåíçîðíûõ è âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ â êîýôôèöèåíòàõ ýòèõ ðàçëîæåíèé
ñ÷èòàòü ïîëíûìè.
Âûäåëèì êëàññ ôóíêöèé (3.50), êîòîðûå äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå â
òîì èëè èíîì èç óïîìßíóòûõ áàçèñîâ, íî ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñß-
ùèìè òîëüêî îò ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ
òåíçîðîâ ε′ij , ε′′ij è âåêòîðîâ D′k, D′′k . Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîêà-
çàíî, ÷òî èç 19 òàêèõ èíâàðèàíòîâ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ 16.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ â âèäå (3.16). Ïóòåì âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé ôóíêöèé âûäåëåííîãî êëàññà ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà
òåíçîðíûõ è âåêòîðíûõ ôóíêöèé (3.50) âèäà




































E˜j = F˜1 · δj3 + F˜2 ·D′j + F˜3 ·D′′j + F˜4 · ε′j3 + F˜5 · ε′′j3, (3.54)
ãäå
Ω˜m = Ω′m + iΩ
′′
m (m = 1, 2, . . . , 8) ,
F˜n = F ′n + iF
′′
n (n = 1, 2, . . . , 5)
(3.55)
 ñêàëßðíûå ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ (3.16).
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Çàìå÷àíèå 1. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3.53) îïðåäåëßåò åäèíñòâåí-
íóþ òåíçîðíóþ, à ïðåäñòàâëåíèå (3.54)  åäèíñòâåííóþ âåêòîðíóþ ôóíêöèè.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà íóëþ ëåâûõ ÷àñòåé ýòèõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ñëåäóþò ðàâåíñòâà íóëþ âñåõ ôèãóðèðóþùèõ â íèõ êîýôôèöèåíòîâ
Ω˜m è F˜n.
Ðàñïèñàâ ïðåäñòàâëåíèå (5.53) ïðè σ˜ij = 0 äëß íàáîðîâ èíäåêñîâ
(i = 1, j = 1), (i = 2, j = 2), (i = 1, j = 2), ïîëó÷àåì ñèñòåìó Ω˜1 + Ω˜3 · ε
′
11 + Ω˜5 · ε′′11 = 0
Ω˜1 + Ω˜3 · ε′22 + Ω˜5 · ε′′22 = 0
Ω˜3 · ε′12 + Ω˜5 · ε′′12 = 0.











∣∣∣∣∣ = (ε′22 − ε′11) ε′′12 − (ε′′22 − ε′′11) ε′12 6= 0.
Ïîýòîìó
Ω˜1 = Ω˜3 = Ω˜5 = 0.
Ó÷èòûâàß ýòè ðàâåíñòâà â (3.53) è ïîëàãàß i = 3, j = 3 è σ˜33 = 0 , à òàêæå,
ïðèíèìàß âî âíèìàíèå îáîçíà÷åíèß (3.16), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
Ω˜2 + 2Ω˜4 · I3 + 2Ω˜6 · I4 + 2Ω˜7 · I12 + 2Ω˜8 · I13 = 0.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòß áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ Ω˜m â ïîñëåäíåì
ðàâåíñòâå îòëè÷åí îò íóëß, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ôóíêöèîíàëüíîé íåçà-
âèñèìîñòüþ ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ (3.16). Ïîýòîìó
Ω˜2 = Ω˜4 = Ω˜6 = Ω˜7 = Ω˜8 = 0.
Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàß â (3.54) j = 3, E˜3 = 0 è ó÷èòûâàß îáîçíà÷åíèß (3.16),
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
F˜1 + F˜2 · I12 + F˜3 · I13 + F˜4 · I3 + F˜5 · I4 = 0.
Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî
F˜1 = F˜2 = F˜3 = F˜4 = F˜5 = 0.
Îò ïðåäñòàâëåíèé (3.53) è (3.54) òðåáóåì âûïîëíåíèß óñëîâèé èíâà-
ðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß ñäâèãà ïî âðåìåíè (2.18). Ñ
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= i E˜j . (3.57)




èìååò ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå (2.103), è
åãî äåéñòâèå íà ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ (3.16) îïðåäåëßåòñß ëåâîé ÷àñòüþ
ðàâåíñòâà (3.18).
Ïîäñòàâëßß (3.53) è (3.54) â (3.57), ïîëó÷àåì ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðå-




















































































Èç âòîðûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (3.59)  (3.61) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè






, µ˜2 (; ;) = Ω˜4 − iΩ˜6,



















ßâëßþòñß ôóíêöèßìè 15 èíâàðèàíòîâ èç (3.19)  (3.21) (îäèí èç øå-
ñòè èíâàðèàíòîâ (3.20) â ñèëó ðàâåíñòâà (3.22) ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí
èç ÷èñëà àðãóìåíòîâ ôóíêöèé (3.62)). Çäåñü è íèæå òàêèå íàáîðû èç 15
èíâàðèàíòîâ Jk îáîçíà÷àåì (; ;). Ïîñêîëüêó ñòðîãî íå îãîâàðèâàåòñß, êà-
êîé èìåííî èç èíâàðèàíòîâ (3.20) èñêëþ÷àòü, íàáîðû (; ;) äëß ôóíêöèé
(3.62) ìîãóò îòëè÷àòüñß. Òåõíèêà ðåøåíèß óðàâíåíèé (3.58) è ïåðâûõ
óðàâíåíèé ñèñòåì (3.59)  (3.61) òàêàß æå, êàê è â 5, 6 ãë. 2: â êà-
÷åñòâå íîâûõ ïåðåìåííûõ âûáèðàåòñß îäèí èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ (; ;)
èíâàðèàíòîâ èç (3.19)  (3.21) è íåêîòîðàß ôóíêöèß J = J (I1, . . . , I16)
èíâàðèàíòîâ èç (3.16), óäîâëåòâîðßþùàß óðàâíåíèþ A [J ] = 1. Òîãäà
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óðàâíåíèß (3.58) è ïåðâûå óðàâíåíèß ñèñòåì (3.59)  (3.61) ïðåîáðàçó-
þòñß ê âèäó (2.146) è â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåþò îáùèå ðåøåíèß (2.147)


























Ïåðåéäß â (2.147) ê ñòàðûì ïåðåìåííûì (3.16) â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-
ðàæåíèßìè (3.63), ïîëó÷èì èñêîìûå îáùèå ðåøåíèß óðàâíåíèé (3.58) 
(3.61). Íèæå ýòè îáùèå ðåøåíèß áóäóò èñïîëüçîâàòüñß â âèäå (ñì. (2.257),
(2.258))
Ω˜1 = c˜1 (; ;) ε˜kk + c˜3 (; ;) ε˜33 + h˜1 (; ;) D˜3,
Ω˜2 = c˜2 (; ;) ε˜33 + c˜4 (; ;) ε˜kk + h˜2 (; ;) D˜3,



























= c˜9 (; ;) ε˜233.
(3.65)
Çäåñü, êàê è â  6 ãë. 2 (ñì. (2.259), (2.260)), äëß ïðîâåäåíèß íåîáõî-
äèìûõ óïðîùåíèé â äàëüíåéøåì îáùèå ðåøåíèß óðàâíåíèé (3.58) çà-
ïèñàíû â âèäå ñóìì (3.64).
Èç (3.62) è (3.65) ïîëó÷àåì
Ω˜3 = µ˜1 (; ;) + c˜5 (; ;) ε˜2kk, Ω˜5 = i
(














µ˜2 (; ;)− c˜6 (; ;) ε˜233
)
,
F˜2 = β˜2 (; ;) + c˜7 (; ;) D˜23, F3 = i
(
β˜2 (; ;)− c˜7 (; ;) D˜23
)
,
Ω˜7 = h˜3 (; ;) + c˜8 (; ;) D˜23, Ω˜8 = i
(
h˜3 (; ;)− c˜8 (; ;) D˜23
)
,
F4 = h˜6 (; ;) + c˜9 (; ;) ε˜233, F5 = i
(
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Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíûõ ïðåäñòàâëå-









c˜2 (; ;) ε˜33 + c˜4 (; ;) ε˜kk + h˜2 (; ;) D˜3
]













+c˜5 (; ;) ε˜2kk · ¯˜εij +
1
2















β˜1 (; ;) D˜3 + h˜4 (; ;) ε˜kk + h˜5 (; ;) ε˜33
]
δj3 + β˜2 (; ;) D˜j+
+h˜6 (; ;) ε˜j3 + c˜7 (; ;) D˜23
¯˜Dj + c˜9 (; ;) ε˜233¯˜εj3.
(3.68)
Çäåñü ó÷òåíû îáîçíà÷åíèß (3.29).
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ìàòåðèàëàì ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè
ñâîéñòâàìè, ñäåëàåì ïî àíàëîãèè ñ  5, 6 ãë. 2 ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëß ìîíîôàçíû, ò. å. ε′′ij = α1ε′ij (α1 = const) è D′′j = α2D′j (α2 = const), òî
èç (3.24) ïîëó÷àåì
J12 = 0, J14 = 0, J16 = 0, J11 = 4J1J4, J13 = 4J2J5, J15 = 4J6J7. (3.69)
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèß (3.67) è (3.68) ïðåîáðàçóþòñß â óðàâíåíèß
σ˜ij =
[
c˜1 (; ) ε˜kk + c˜3 (; ) ε˜33 + h˜1 (; ) D˜3
]
δij + [c˜2 (; ) ε˜33 + c˜4 (; ) ε˜kk+
+h˜2 (; ) D˜3
]
















β˜1 (; ) D˜3 + h˜4 (; ) ε˜kk + h˜5 (; ) ε˜33
]
δj3 + β˜20 (; ) D˜j + h˜60 (; ) ε˜j3 (3.71)
ñ êîìïëåêñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè c˜1 (; ), c˜2 (; ), c˜3 (; ), c˜4 (; ), h˜1 (; ), h˜2 (; ),
β˜1 (; ), h˜4 (; ), h˜5 (; ) è
µ˜10 (; ) = µ˜1 (; ;) + 2c˜5 (; ;) J1, µ˜20 (; ) = µ˜2 (; ;) + 2c˜6 (; ;) J2,
h˜30 (; ) = h˜3 (; ;) + 2c˜8 (; ;) J6, β˜20 (; ) = β˜2 (; ;) + 2c˜7 (; ;) J6,
h˜60 (; ) = h˜6 (; ;) + 2c˜9 (; ;) J2,
(3.72)
çàâèñßùèìè òîëüêî îò ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ (3.19) è (3.20) òåíçîðîâ (3.4).
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Òàêèì îáðàçîì, ìîíîôàçíîñòü íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ßâëßåòñß äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ïðåäñòàâëåíèß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ êîíöåï-
öèè àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé âíå çàâèñèìîñòè îò õàðàê-
òåðà íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî äëß ìàòåðèàëîâ ñ
íåñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, âîîáùå ãîâîðß, c˜3 (; ) 6= c˜4 (; ),
h˜60 (; ) 6= 2h˜30 (; ) (ñì. (3.45), (3.46)) è ò. ä.
Ïåðåéäåì ê ìàòåðèàëàì ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâà-
ìè. ×òîáû ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ óïðîùåíèß, çàïè-
øåì óðàâíåíèß (3.67) è (3.68) â ðàçâåðíóòîì âèäå (2.27):
σ˜ij = C˜
D







ijkl ïîëó÷èì èç (2.266), åñëè çàìåíèòü c˜n
íà c˜n (; ;) (n = 1÷ 6), à µ˜m  íà µ˜m (; ;) (m = 1, 2).
Äëß îñòàëüíûõ âåëè÷èí èç (3.73) ìîæíî çàïèñàòü
h˜kij = h˜1 (; ;) δk3δij + h˜2 (; ;) δk3δi3δj3 + h˜3 (; ;) [δkiδj3 + δkjδi3] +












h˜6 (; ;) [δjkδl3 + δjlδk3] + c˜9 (; ;) ε˜33¯˜εj3δk3δl3,
(3.75)
β˜εij = β˜1 (; ;) δj3δi3 + β˜2 (; ;) δji + c˜7 (; ;) D˜3
¯˜Djδi3. (3.76)
Äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè âå-
ëè÷èíû C˜
D
ijkl, h˜kij , h˜∗jkl, β˜εij èíâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.41). Â
ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß èíâàðèàíòû J12, J14, è J16 èç (3.24)
ìåíßþò çíàê, òîãäà êàê îñòàëüíûå èíâàðèàíòû îñòàþòñß ïîñòîßííûìè.
Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèß
c˜∗n (; ;) = c˜n (J1, . . . , J11,−J12, J13,−J14, J15,−J16) (n = 1, 2, 3, 4) ,
µ˜∗m (; ;) = µ˜m (J1, . . . , J11,−J12, J13,−J14, J15,−J16) (m = 1, 2) ,
h˜∗l (; ;) = h˜l (J1, . . . , J11,−J12, J13,−J14, J15,−J16) (l = 1, 2, . . . , 6) ,
β˜∗k (; ;) = β˜k (J1, . . . , J11,−J12, J13,−J14, J15,−J16) (k = 1, 2)
(3.77)












ε˜33¯˜εj3 = Γ33j3 + iΓˆ33j3, D˜3
¯˜Dj = Γ3j + iΓˆ3j ,
(3.78)
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îòìå÷åííîå âûøå óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè êîýôôèöèåíòîâ èç (3.73) ê
ïðåîáðàçîâàíèþ (2.41) ïðèâåäåò ê ðàâåíñòâàì
c˜5 (; ;) = 0, c˜6 (; ;) = 0, c˜7 (; ;) = 0, c˜8 (; ;) = 0, c˜9 (; ;) = 0,
c˜n (; ;) = c˜
∗
n (; ;) , µ˜m (; ;) = µ˜
∗
m (; ;) , h˜l (; ;) = h˜
∗
l (; ;) , β˜k (; ;) = β˜
∗
k (; ;)
(n = 1, 2, 3, 4) (m = 1, 2) (l = 1, 2, 3, 4, 5, 6) (k = 1, 2) .
(3.79)
Îáðàòèìñß ê ôóíêöèßì íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè (3.36), êîòîðûå
äëß ìàòåðèàëîâ ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè òàêæå
óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß
(2.41) (ñì. (3.39)). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.67), (3.68) è ðàâåíñòâ (3.79)
ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä(




































Ðàâåíñòâî (3.80) óäîâëåòâîðßåòñß àâòîìàòè÷åñêè, åñëè
c˜3 (; ;) = c˜4 (; ;) , h˜1 (; ;) = h˜4 (; ;) , h˜2 (; ;) = h˜5 (; ;) ,
h˜6 (; ;) = 2h˜3 (; ;) .
(3.81)
Ââåäåì èíâàðèàíòû (ñì. (2.277))

































J¯12 = 2ΓijklΓijkl − ΓijjiΓkllk,
J¯14 = 2Γ3k3lΓ3k3l − Γ3k3kΓ3l3l,
J¯16 = 2ΓklΓkl − ΓkkΓll.
(3.83)
Òîãäà ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî
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ìàòåðèàëà ñ ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè àìïëèòóäíûå
óðàâíåíèß îäíî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèß â ïðåäïîëîæåíèè èõ êâàçèëè-
íåéíîñòè äîïóñêàþò êîíöåïöèþ àìïëèòóäíî-çàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ
õàðàêòåðèñòèê è èìåþò âèä
σ˜ij =
[





c˜2 (; ;) ε˜33 + c˜3 (; ;) ε˜kk + h˜2 (; ;) D˜3
]
















β˜1 (; ;) D˜3 + h˜1 (; ;) ε˜kk + h˜2 (; ;) ε˜33
]
δj3 + β˜2 (; ;) D˜j+
+2h˜3 (; ;) ε˜j3,
(3.85)
ãäå c˜1 (; ;), c˜2 (; ;), c˜3 (; ;), µ˜1 (; ;), µ˜2 (; ;), h˜1 (; ;), h˜2 (; ;), h˜3 (; ;), β˜1 (; ;),
β˜2 (; ;)  ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè ëèíåéíûõ èç (3.19)
è (3.20) (ñì. òàêæå (3.24)) è êâàäðàòè÷íûõ J11, J13, J15, J¯12, J¯14, J¯16
èç (3.24) è (3.83) èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ (3.4).
Âûøå, ïðè ïîñòðîåíèè îáùèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îäèí èç ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ (3.20) â ñèëó
ðàâåíñòâà (3.22) èñêëþ÷àåòñß èç ÷èñëà àðãóìåíòîâ âñåõ ôóíêöèé. Ïî-
ñêîëüêó îáùèå ðåøåíèß (3.64), (3.65) ñòðîèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîò-
íîøåíèé (3.63) è â îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòàõ îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê
èíâàðèàíòàì (3.82), èç ÷èñëà àðãóìåíòîâ ôóíêöèé èç (3.84) è (3.85) ìî-
æåò áûòü èñêëþ÷åí òîëüêî îäèí èç ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ J3, J8 èëè
J10. Âìåñòå ñ òåì, áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ðàññóæäåíèé
ìîæíî è óäîáíî ñ÷èòàòü íèæå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (3.84) è (3.85)
ôóíêöèßìè âñåõ 10 ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ (3.19) è (3.20).
Ëèíåéíûå àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ïîëó÷àåì èç (3.84) è (3.85), ñ÷è-
òàß âñå êîýôôèöèåíòû ïîñòîßííûìè âåëè÷èíàìè. Íà ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèå ìàòåðèàëû ëåãêî îáîáùèòü âàðèàíò ïîñòðîåíèß ëèíåéíûõ àìïëè-
òóäíûõ óðàâíåíèé, èçëîæåííûé â çàìå÷àíèè 3  6 ãë. 2.
 3. Îá óïðîùåíèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé è èõ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé êîíêðåòèçàöèè
Çàâèñèìîñòüþ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê c˜1 (; ;) , . . . , β˜2 (; ;) îò èí-
âàðèàíòîâ 2-ãî ïîðßäêà J11, J¯12, J13, J¯14, J15 è J¯16 îòðàæàåòñß, â ïåð-
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âóþ î÷åðåäü, íåëèíåéíîñòü ïî ôàçàì êîëåáàíèé äëß òåõ ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå îáëàäàþò î÷åíü áîëüøîé âßçêîñòüþ, â òîì
÷èñëå äèýëåêòðè÷åñêîé âßçêîñòüþ. Äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèà-
ëîâ ñ íåçíà÷èòåëüíûìè âíóòðåííèìè ïîòåðßìè (ê ÷èñëó òàêèõ ìàòåðèà-
ëîâ ìîæíî îòíåñòè, íàïðèìåð, òðàäèöèîííûå ïüåçîêåðàìèêè) çàâèñèìî-
ñòüþ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê îò èíâàðèàíòîâ 2-ãî ïîðßäêà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà îäíî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå êîëåáàíèé òàêèõ ìàòå-
ðèàëîâ áóäåò îïèñûâàòüñß àìïëèòóäíûìè óðàâíåíèßìè (3.84) è (3.85) ñ
10 îïðåäåëßþùèìè ëèíåéíûìè èíâàðèàíòàìè J1, . . . , J10 (êâàäðàòè÷-
íûìè ïî êîìïîíåíòàì äåôîðìàöèè è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß)
èç (3.19) è (3.20).
Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (3.84) è (3.85) ñâß-
çàíî ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá èõ ïîòåíöèàëüíîñòè, êîãäà íà êîýôôèöèåíòû
ýòèõ óðàâíåíèé, êàê ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ J1, . . . , J10, íàêëàäûâàþòñß
ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèß âçàèìíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê àìïëè-
òóäíûì óðàâíåíèßì (3.45) è (3.46) ñ êîýôôèöèåíòàìè (3.44). Íà äàííîì
ýòàïå ðàçâèòèß ýêñïåðèìåíòàëüíîé áàçû èñïîëüçîâàíèå â òåîðåòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ èìåííî ýòèõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëßåòñß íàì íàèáî-
ëåå ïåðñïåêòèâíûì.




11 (; ) ε˜11 + C˜
D
12 (; ) ε˜22 + C˜
D
13 (; ) ε˜33 + h˜31 (; ) D˜3,
σ˜22 = C˜
D
12 (; ) ε˜11 + C˜
D
11 (; ) ε˜22 + C˜
D





















55 (; ) ε˜23 + h˜15 (; ) D˜2,
σ˜13 = C˜
D
55 (; ) ε˜13 + h˜15 (; ) D˜1,
E˜1 = β˜ε11 (; ) D˜1 + 2h˜15 (; ) ε˜13,
E˜2 = β˜ε11 (; ) D˜2 + 2h˜15 (; ) ε˜23,




+ h˜33 (; ) ε˜33.
(3.86)
Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.44) êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (3.86) ïðè-
































































































2 − (ε′11ε′22 + ε′′11ε′′22) ,





















































































Iidt, i = 1, . . . , 10, (3.89)
ãäå
I1 = (ε11 + ε22)
2




, I3 = 2 (ε11 + ε22) ε33,




23, I6 = 2 (ε11 + ε22)D3, I7 = 2ε33D3,
I8 = 4 (ε13D1 + ε23D2) , I9 = D21 +D
2
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à εij è Dk  îäíî÷àñòîòíûå ïðèáëèæåíèß äåôîðìàöèè è èíäóêöèè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëß (2.2).
Èíâàðèàíòû (3.88) ñâßçàíû ñ èíâàðèàíòàìè (3.19) è (3.20) ñîîòíî-
øåíèßìè
J¯1 = J1 + J2 − J3, J¯2 = J4 − 2J5 − J1 + J3, J¯3 = J3 − 2J2,
J¯4 = J2, J¯5 = 2 (J5 − J2) , J¯6 = J8 − J10, J¯7 = J10,
J¯8 = J9 − 2J10, J¯9 = J7 − J6, J¯10 = J6.
(3.91)
Åñëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë U˜ = U+iD ñ÷èòàòü ôóíêöèåé èíâàðè-































h˜31 (; ) =
∂U˜
∂J¯6
, h˜33 (; ) =
∂U˜
∂J¯7




β˜ε11 (; ) =
∂U˜
∂J¯9





Âûáèðàß ïîòåíöèàëû U è D â âèäå ëèíåéíûõ ôóíêöèé èíâàðèàíòîâ
(3.88), ïîëó÷èì ëèíåéíûå àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß.
Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ â âèäå ôóíêöèé èíâàðèàíòîâ (3.88) â




J¯1, . . . , J¯10
)
, D¯ = D¯
(
J¯1, . . . , J¯10
)
. (3.93)
Çàìåòèì, ÷òî èìåííî ýòè ôóíêöèè ïîäëåæàò ýêñïåðèìåíòàëüíîìó
îïðåäåëåíèþ è ïîñëåäóþùåìó èñïîëüçîâàíèþ â ñîîòíîøåíèßõ (3.49),
ãäå J1, . . . , J10 ñëåäóåò çàìåíèòü íà J¯1, . . . , J¯10.
Â îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîíêðåòèçàöèè êàêèõ áû òî íè áûëî
îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèé âñåãäà ëåæèò íåêîòîðàß ãèïîòåçà. Îäíîé èç
íàèáîëåå ïðîñòûõ ãèïîòåç î ôîðìå çàâèñèìîñòè íåëèíåéíûõ êîíñåðâà-
òèâíîé U¯ è äèññèïàòèâíîé D¯ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îò íàáîðà èí-















U¯L = C ′11J¯1 + (C
′











Âûðàæåíèå äëß D¯L ïîëó÷àåì èç (3.95) ïóòåì çàìåíû C ′11 íà C ′′11
è ò. ä. Çäåñü C ′11, C ′′11,. . .  èçâåñòíûå ïàðàìåòðû (êîýôôèöèåíòû â àì-
ïëèòóäíûõ óðàâíåíèßõ ëèíåéíîé òåîðèè). Êîíêðåòèçàöèß çàâèñèìîñòåé
(3.94) ïðîâîäèòñß ïî äàííûì îäíîìåðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Êîýôôèöèåí-
òû â àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèßõ (3.86) â ðàìêàõ ãèïîòåç (3.94) èìåþò âèä
C˜
D
11 (; ) =
U¯
U¯L
C ′11 + i
D¯
D¯L






h′′31 è ò.ä. (3.96)
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ãèïîòåçû (3.94) ìîæíî îñëàáèòü, ñ÷èòàß ïàðà-
ìåòðû C ′11,. . . â (3.95) íåèçâåñòíûìè. Îäèí èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ, íàïðè-
ìåð, C ′55 (èëè C ′′55 â âûðàæåíèè äëß D¯L) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, íà-
ïðèìåð, ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùåìó ëèíåéíîìó ïàðàìåòðó. Òîãäà äðóãèå
íàõîäßòñß èç óñëîâèß åäèíûõ êðèâûõ çàâèñèìîñòåé (3.94) äëß ñåðèè îä-
íîìåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ. Ïðåäïîëîæåíèå î çàâèñèìîñòè íåëèíåéíûõ êîíñåðâà-
òèâíîé è äèññèïàòèâíîé õàðàêòåðèñòèê îò ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (3.95)
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêóþ ïðîãðàììó
îïðåäåëåíèß íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà è ïîçâîëßåò ïåðåíå-
ñòè ðåçóëüòàòû îäíîìåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ñëîæíîå ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêîå ñîñòîßíèå.
Áîëåå ïîäðîáíî âîïðîñ îá ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîíêðåòèçàöèè àìïëè-
òóäíûõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ ãèïîòåç (3.94) (ñ îïèñàíèåì ñåðèè îäíîìåð-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ) ðàññìàòðèâàåòñß â ãëàâå 6.
 4. Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ñ äðóãèìè íåçàâèñèìûìè ïå-
ðåìåííûìè
Âñå èçëîæåííîå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ äàííîé ãëàâû ëåãêî ïåðå-
íîñèòñß íà ñëó÷àé äðóãèõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,
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àíàëîãè÷íî óðàâíåíèßì (3.86) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèß
σ˜11 = C˜
E
11 (; ) ε˜11 + C˜
E
12 (; ) ε˜22 + C˜
E
13 (; ) ε˜33 − e˜31 (; ) E˜3,
σ˜22 = C˜
E
12 (; ) ε˜11 + C˜
E
11 (; ) ε˜22 + C˜
E





















55 (; ) ε˜23 − e˜15 (; ) E˜2,
σ˜13 = C˜
E
55 (; ) ε˜13 − e˜15 (; ) E˜1,
D˜1 = µ˜ε11 (; ) E˜1 + 2e˜15 (; ) ε˜13,
D˜2 = µ˜ε11 (; ) E˜2 + 2e˜15 (; ) ε˜23,




+ e˜33 (; ) ε˜33.
(3.97)
Êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé çàâèñßò îò íàáîðà èíâàðèàíòîâ (3.88)
c ó÷åòîì çàìåíû D′k è D′′k ñîîòâåòñòâåííî íà E′k è E′′k . Äëß óäîáñòâà































































































































Â ïðåäïîëîæåíèè ïîòåíöèàëüíîñòè óðàâíåíèé (3.97) èõ êîýôôèöè-
åíòû âûðàæàþòñß ÷åðåç êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ñ ïîìîùüþ ôîðìóë,





















































































, Φ˜ = H¯ + iD¯ , (3.100)
à H¯  àìïëèòóäíûé àíàëîã ýëåêòðè÷åñêîé ýíòàëüïèè (2.48). Â îñíîâå
ïîëó÷åíèß óðàâíåíèé (3.97) ëåæàò óðàâíåíèß â ïîòåíöèàëàõ (2.79).
Â ãëàâå 6 íàì ïîíàäîáßòñß àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß, â êîòîðûõ â êà-
÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûñòóïàþò ìåõàíè÷åñêèå íàïðßæåíèß
è íàïðßæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ























































, F˜ = U¯ − iD¯. (3.103)
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Êàê è ðàíüøå, U¯ è D¯  ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèññèïàöèè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, â äàííîì ñëó÷àå
ïåðåìåííûõ σ′ij , σ′′ij , E′k è E′′k .
Çäåñü òàêæå íåò íåîáõîäèìîñòè â ïîâòîðåíèè âñåõ ðàññóæäåíèé ïðå-
äûäóùèõ ïàðàãðàôîâ. Îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñß èç ïðåä-
ñòàâëåííûõ â  3 ïóòåì ôîðìàëüíîé çàìåíû
σ′ij → ε′ij , σ′′ij → ε′′ij , ε′ij → σ′ij , ε′′ij → σ′′ij ,
E′k → D′k, E′′k → D′′k , D′k → E′k, D′′k → E′′k ,
(3.104)
à òàêæå çàìåíû êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé C˜
D
, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ h˜ è äè-
ýëåêòðè÷åñêèõ β˜ε âåëè÷èí ñîîòâåòñòâåííî íà êîìïëåêñíûå ïîäàòëèâî-
ñòè S˜
E
, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû d˜ è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíè-
öàåìîñòè µ˜σ. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå â ñèëó íåñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè
äèññèïàöèè îòíîñèòåëüíî çàìåíû (3.104) óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå
S˜
E




ij (;) (ij = 11, 12, 13, 33, 55) ,
d˜kl (;) = d′kl (;)− id′′kl (;) (kl = 31, 33, 15) ,




mn (;) (mn = 11, 33) .
(3.105)
Âûïîëíèâ óêàçàííûå çàìåíû â (3.86), ïîëó÷àåì
ε˜11 = S˜
E
11 (; ) σ˜11 + S˜
E
12 (; ) σ˜22 + S˜
E
13 (; ) σ˜33 + d˜31 (; ) E˜3,
ε˜22 = S˜
E
12 (; ) σ˜11 + S˜
E
11 (; ) σ˜22 + S˜
E





















55 (; ) σ˜23 + d˜15 (; ) E˜2,
ε˜13 = S˜
E
55 (; ) σ˜13 + d˜15 (; )E1,
D˜1 = µ˜σ11 (; ) E˜1 + 2d˜15 (; ) σ˜13,
D˜2 = µ˜σ11 (; ) E˜2 + 2d˜15 (; ) σ˜23,




+ d˜33 (; ) σ˜33.
(3.106)
Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (3.106) ßâëßþòñß ôóíêöèßìè èíâàðèàí-
 4. ... óðàâíåíèß ñ äðóãèìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè 193


















































































































































































































, F˜ = U¯ − iD¯. (3.109)





































È, íàêîíåö, äëß ñëó÷àß, êîãäà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
âûñòóïàþò ìåõàíè÷åñêèå íàïðßæåíèß è èíäóêöèß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß,
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Ôîðìàëüíîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
è çàìåíû (3.104) â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè â ñîîòíîøåíèßõ
(3.97)  (3.100), çàìåíèâ ïðè ýòîì ôóíêöèþ Φ˜ èç (3.100) íà ôóíêöèþ
Φ˜ = H¯ − iD¯. Ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê òàêæå óäîáíî
áðàòü, â îòëè÷èå, îò õàðàêòåðèñòèê èç (3.97), ñî çíàêîì ìèíóñ.
Äëß âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ îñòàåòñß â
ñèëå èçëîæåííûé â 3 âàðèàíò êîíêðåòèçàöèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç (3.94). Ïðè ýòîì âìåñòî âåëè÷èíû U¯ (è U¯L)
èñïîëüçóåòñß êîíñåðâàòèâíàß õàðàêòåðèñòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàß ýòîìó
íàáîðó. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óðàâíåíèé (3.97)  ýòî ôóíêöèß H¯. Íàïîì-
íèì, ÷òî êîíñåðâàòèâíàß õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëà, ñîîòâåòñòâóþùàß
òîìó èëè èíîìó íàáîðó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íàõîäèòñß ïóòåì ðàñ-
ïèñûâàíèß âûðàæåíèß äëß ôóíêöèè äèññèïàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß
ñäâèãà ïî âðåìåíè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå (ñì. ï. 2.3  2 ãë. 2).





































33L , . . .  êîýôôèöèåíòû ëèíåé-
íûé àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé.
Â ÷èñëî àðãóìåíòîâ ìåõàíè÷åñêèõ, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è äèýëåêòðè-
÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ âñåõ òèïîâ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî
âêëþ÷èòü ÷àñòîòó ω è òåìïåðàòóðó T .
 5. Îá îáðàòèìîñòè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé 195
 5. Îá îáðàòèìîñòè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé
5.1 Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê âîïðîñó îá îáðàòèìîñòè àìïëèòóäíûõ
óðàâíåíèé, äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü íàáîðà ôèãóðèðóþùèõ â íèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà ïðèìåðå óðàâíåíèé (3.97).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèß äîïóñêàþò äâà ðàçëè÷íûõ íàáîðà êî-
ýôôèöèåíòîâ è îáîçíà÷èì ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ
÷åðåç ∆C˜ij (ij = 11, 12, 13, 33, 55), ∆e˜kl (kl = 31, 33, 15) è
∆µ˜mn (mn = 11, 33). Ýòè ðàçíîñòè ßâëßþòñß ôóíêöèßìè òîãî æå íà-
áîðà àðãóìåíòîâ, ÷òî è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (3.97). Ñ ó÷åòîì ïðè-
íßòûõ îáîçíà÷åíèé èç (3.97) ïîëó÷àåì
∆C˜11 · ε˜11 +∆C˜12 · ε˜22 +∆C˜13 · ε˜33 −∆e˜31 · E˜3 = 0,
∆C˜12 · ε˜11 +∆C˜11 · ε˜22 +∆C˜13 · ε˜33 −∆e˜31 · E˜3 = 0,
∆C˜13 · (ε˜11 + ε˜22) + ∆C˜33 · ε˜33 −∆e˜33 · E˜3 = 0,(
∆C˜11 −∆C˜12
)
· ε˜12 = 0,
∆C˜55 · ε˜23 −∆e˜15 · E˜2 = 0,
∆C˜55 · ε˜13 −∆e˜15 · E˜1 = 0,
∆µ˜11 · E˜1 + 2∆e˜15 · ε˜13 = 0,
∆µ˜11 · E˜2 + 2∆e˜15 · ε˜23 = 0,
∆µ˜33 · E˜3 +∆e˜31 · (ε˜11 + ε˜22) + ∆e˜33 · ε˜33 = 0.
(3.112)
Ðàâåíñòâî íóëþ íåêîòîðûõ ðàçíîñòåé ßâëßåòñß î÷åâèäíûì, à èìåííî,
∆C˜55 = 0, ∆e˜15 = 0, ∆µ˜11 = 0. (3.113)
Äëß îñòàëüíûõ ðàçíîñòåé ñ ó÷åòîì
∆C˜12 = ∆C˜11 (3.114)
ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
∆C˜11 · (ε˜11 + ε˜22) + ∆C˜13 · ε˜33 −∆e˜31 · E˜3 = 0,
∆C˜13 · (ε˜11 + ε˜22) + ∆C˜33 · ε˜33 −∆e˜33 · E˜3 = 0,
∆e˜31 · (ε˜11 + ε˜22) + ∆e˜33 · ε˜33 +∆µ˜33 · E˜3 = 0.
(3.115)
Óìíîæèì ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèß ñèñòåìû (3.115) ñîîò-
âåòñòâåííî íà ε˜11 + ε˜22, ¯˜ε11 è ¯˜E3. Òîãäà ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (3.98) ýòà
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ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñß ê âèäó






































+∆µ˜33 · 2J (ε)10 = 0,
(3.116)
ãäå




33 − (ε′′11 + ε′′22) ε′33,




3 − (ε′′11 + ε′′22)E′3, α3 = ε′33E′′3 − ε′′33E′3. (3.117)
Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèß (3.97) ñîîòâåòñòâóþò ìàòåðèàëàì ñ
ñèììåòðè÷íûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöè-
åíòû C˜
E
ij (; ) , e˜kl (; ) è µ˜mn (; ) ýòèõ óðàâíåíèé, êàê ôóíêöèè àðãóìåíòîâ
(3.98), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçíîñòè ∆C˜ij , ∆e˜kl è ∆µ˜mn èíâàðèàíòíû ê
ïðåîáðàçîâàíèþ (2.41) (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåëè÷èíû D′k è D′′k â
(2.41) ñëåäóåò çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà E′k è E′′k ). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèß âåëè÷èíû (3.117) ìåíßþò çíàê è â
ñëåäñòâèå ýòîãî êàæäîå èç óðàâíåíèé (3.116) ðàñïàäàåòñß íà äâà óðàâ-
íåíèß, ñèñòåìó (3.116) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∆C˜11 · 2J (ε)1 +∆C˜13 · J (ε)3 −∆e˜31 · J (ε)6 = 0,
∆C˜13 · α1 −∆e˜31 · α2 = 0,
∆C˜13 · J (ε)3 +∆C˜33 · 2J (ε)4 −∆e˜33 · J (ε)7 = 0,
∆C˜13 · α1 +∆e˜33 · α3 = 0,
∆e˜31 · J (ε)6 +∆e˜33 · J (ε)7 +∆µ˜33 · 2J (ε)10 = 0,
∆e˜31 · α2 +∆e˜33 · α3 = 0.
(3.118)
Ñèñòåìà èç øåñòè óðàâíåíèé (3.118) ñâßçûâàåò øåñòü ôóíêöèé∆C˜11,
∆C˜13, ∆C˜33, ∆e˜31, ∆e˜33 è ∆µ˜33. Âìåñòå ñ òåì, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ýòîé ñèñòåìû ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé. Äëß
ïîëó÷åíèß íåäîñòàþùåãî óðàâíåíèß îáðàòèìñß, íàïðèìåð, ê òðåòüåìó
óðàâíåíèþ (3.115), êîòîðîå óìíîæèì íà ε˜11 + ε˜22. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì
ê óðàâíåíèþ
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ðàñïàäàþùåìóñß, ïîäîáíî óðàâíåíèßì (3.116), íà äâà óðàâíåíèß
∆e˜31 · 2J (ε)1 +∆e˜33 · J (ε)3 +∆µ˜33 · J (ε)6 = 0,
∆e˜33 · α1 +∆µ˜33 · α2 = 0. (3.120)
Çàìåíèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.118) îäíèì èç óðàâíåíèé
(3.120), íàïðèìåð, âòîðûì è ðàññìîòðèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó êàê îä-
íîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ∆C˜11, ∆C˜13,
∆C˜33, ∆e˜31, ∆e˜33 è ∆µ˜33. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû â
îáùåì ñëó÷àå íåìîíîôàçíûõ ñîñòîßíèé îòëè÷åí îò íóëß∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2J (ε)1 J
(ε)
3 0 −J (ε)6 0 0
0 α1 0 −α2 0 0
0 J (ε)3 2J
(ε)
4 0 −J (ε)7 0
0 α1 0 0 α3 0





0 0 0 0 α1 α2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=




6 α1α2α3 6= 0,
(3.121)
ïîëó÷àåì
∆C˜11 = ∆C˜13 = ∆C˜33 = ∆e˜31 = ∆e˜33 = ∆µ˜33 = 0. (3.122)
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå (3.114), òàêæå èìååì
∆C˜12 = 0. (3.123)
Òàêèì îáðàçîì, íàáîð êîýôôèöèåíòîâ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (3.97),
êàê ôóíêöèé èíâàðèàíòîâ (3.98), åäèíñòâåíåí. Ïîäîáíûì îáðàçîì äîêà-
çûâàåòñß àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëß àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ñ äðó-
ãèìè íàáîðàìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
5.2 Îáðàòèìîñòü àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé èçó÷èì íà ïðèìåðå ïåðå-
õîäà îò óðàâíåíèé (3.106) ê óðàâíåíèßì (3.97). Çàìîðîçèâ èíâàðèàíòû
(3.107), ìåõàíè÷åñêóþ ÷àñòü óðàâíåíèé (3.106) ìîæíî ôîðìàëüíî ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé.
Èñïîëüçóß ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèß â ýëåêòðè÷åñêîé ÷àñòè ýòèõ óðàâ-















11 (;)− S˜E12 (;)





















































− 2d˜31 (;) S˜E13 (;)
P˜ (;)
,












+ 2d˜231 (;) S˜
E




























çàâèñßùèìè, â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (3.97), îò èíâàðè-
àíòîâ (3.107). Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ î ïåðåõîäå îò óðàâíåíèé (3.106) ê
óðàâíåíèßì (3.97) â ñèëó èçëîæåííîãî â ïóíêòå 5.1 ñâîäèòñß ê âîïðî-
ñó î ïåðåõîäå îò ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ (3.107) ê ñèñòåìå èíâàðèàíòîâ
(3.98). Åñëè ìåõàíè÷åñêèå, äèýëåêòðè÷åñêèå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïî-
òåðè ìàëû (êâàäðàòàìè è ïðîèçâåäåíèßìè òàíãåíñîâ óãëîâ âñåõ ïîòåðü











































13 (; ) d
′
































































11 (; ) + S
E′
12 (; ) d
′
33 (; ) + 2S
E′











13 (; ) d
′
33 (; ) + S
E′









4 − d′332 (; ) J(ε)10 = S
E′2















13 (; ) d
′




33 (; ) d
′
33 (; ) J
(σ)
7 , (3.125)
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J
(ε)
5 − 2d′152 (; ) J(ε)9 = S
E′2




55 (; ) d
′






















7 − 2d′33 (; ) J(ε)10 = S
E′









8 − 4d′15 (; ) J(ε)9 = S
E′




































Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñß ðàçðåøèìîñòü ýòèõ ñîîòíî-
øåíèé îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòîâ J (σ)1 , . . . , J
(σ)
8 , ò.å îòëè÷èå îò íóëß ñî-
îòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèßì (3.125) ßêîáèàíà.
Äëß îáîñíîâàíèß ñîîòíîøåíèé (3.125) ñëåäóåò èñõîäèòü èç òîãî ôàê-
òà, ÷òî ñàìè àìïëèòóäíûå óðàâíåíèß ñ 10 îïðåäåëßþùèìè èíâàðèàíòà-
ìè ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ïîòåðü (ñì. èçëîæåííîå â íà÷à-
ëå  3) è ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèß, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèßì ï. 7.3  7
ãë. 2.
Çäåñü òàêæå ïîëó÷àåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé











(3.98) ÷åðåç èíâàðèàíòû (3.107) íåîäíîçíà÷íû (â îáùåì ñëó÷àå äàæå
äëß ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.106)). Íåîäíîçíà÷íîñòü âíîñèòñß âåëè÷èíà-
ìè (ñì. (2.310))




33 − (σ′′11 + σ′′22)σ′33,









êîòîðûå âõîäßò â ýòè âûðàæåíèß ëèíåéíî (â âèäå ñëàãàåìûõ òèïà bi (; )β






4 − J (σ)
2















×òî êàñàåòñß èíâàðèàíòîâ J (ε)5 è J
(ε)
8 èç (3.98), òî äëß íèõ îáùèå
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8 − 4d′15 (; ) J (ε)9 = S
E′







β4 = 2 (σ′13E
′′
1 − σ′′13E′1 + σ′23E′′2 − σ′′23E′2) . (3.129)
Â îòëè÷èå îò âåëè÷èí β1, β2 è β3, âåëè÷èíó β4 âîîáùå íåëüçß âû-
ðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòû (3.107). Îíà îïðåäåëßåòñß êàê èíâàðèàíòàìè
èç (3.107), òàê è èíâàðèàíòàìè âûñøåãî ïîðßäêà (èíâàðèàíòàìè òèïà
(3.21), åñëè â íèõ ïðîèçâåñòè çàìåíó ε′ij → σ′ij , ε′′ij → σ′′ij , D′k → E′k,
D′′k → E′′k ), êîòîðûìè ìû ðàíåå ïðåíåáðåãëè.
Ïðè ìàëûõ ïîòåðßõ îáùèå âûðàæåíèß äëß èíâàðèàíòîâ J (ε)i
(i = 1, . . . 8) ïðèíèìàþò óïðóãîïîäîáíûé âèä (3.125) âíå çàâèñèìîñòè
îò ÷àñòîòû è ñïîñîáà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé.
Îñòàíîâèìñß ïîäðîáíåå íà êîëåáàíèßõ, âîçáóæäàåìûõ ýëåêòðè÷åñêè.
Ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìóëèðóåì äëß ýòîãî ñëó÷àß ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.
Çàìå÷àíèå 1. Ìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ òåë, ïðîâåäåííûå àâòîðàìè äàííîé êíèãè, ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî
âíå çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû è ñïîñîáà ýëåêòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé
(ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì èëè ýëåêòðè÷åñêèì íàïðßæåíèåì) îòíîøåíèå |β1|
|J(σ)3 |âñåãäà îñòàåòñß ìàëûì, ïîðßäîê êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò ïîðßäêà òàíãåíñîâ







, íî ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì.
Åñëè êîëåáàíèß âîçáóæäàþòñß ýëåêòðè÷åñêèì íàïðßæåíèåì, ìàëûìè òîãî æå
ïîðßäêà ßâëßþòñß îòíîøåíèß








3 − (σ′′11 + σ′′22)D′3, α3 = σ′33D′′3 − σ′′33D′3,
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Îñîáåííî ìàëûìè âñå îòìå÷åííûå âûøå îòíîøåíèß ñòàíîâèòñß ïðè êî-
ëåáàíèßõ íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ, êîòîðûå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß
ßâëßþòñß äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë íàèáîëåå èíòåðåñíûìè.
Ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì ïåðåõîä îò îá-
ùèõ âûðàæåíèé äëß èíâàðèàíòîâ J (ε)i ê ñîîòíîøåíèßìè (3.125) ßâëß-












. Ýòîò ïåðåõîä àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó îò âûðàæå-
íèé (3.128) ñîîòâåòñòâåííî ê ïßòîìó è âîñüìîìó ñîîòíîøåíèßì (3.125).




































E˜1 ¯˜σ13 + E˜2 ¯˜σ23
] (3.133)
ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü, çàìåíèâ êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ñîñòàâëßþùèõ
íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß E˜k (k = 1, 2, 3) èõ âûðàæåíèßìè
èç òðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (3.106), à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñß ìàëîñòüþ
îòíîøåíèé (3.130). Íàïðèìåð, äëß âåëè÷èí β4 è J
(σ)


















































Åñëè ïîäñòàâèòü (3.134) â ñîîòíîøåíèß (3.128) è ó÷åñòü â ïîñëåäíèõ
ìàëîñòü ïîòåðü è ìàëîñòü îòíîøåíèß
|α4|
|Jˆ8|
, ïðèä¼ì ê ïßòîìó è âîñüìîìó
ñîîòíîøåíèßì (3.125).
Ïðèìåíèìîñòü óïðóãîïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé (3.125) ïðè ìàëûõ ïî-
òåðßõ â ñëó÷àå äðóãèõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé
(êàê ìåõàíè÷åñêèõ, òàê è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ) îáîñíîâûâàåòñß àíà-
ëîãè÷íî. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü ñêàçàííîå â ï. 7.3  7 ãë. 2.
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Ïîäîáíî èçëîæåííîìó â äàííîì ïàðàãðàôå, â ðàìêàõ ìàëûõ ïîòåðü
èññëåäóåòñß îáðàòèìîñòü àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ñ äðóãèìè âîçìîæ-
íûìè íàáîðàìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â ýòîé è ïðåäûäóùèõ ãëà-
âàõ ñîîòíîøåíèß äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû
íà ñëó÷àé ïüåçîìàãíèòíûõ òåë ïóòåì çàìåíû ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ




Äàííàß ãëàâà ïîñâßùåíà âîïðîñàì îöåíêè ýíåðãîïðåîáðàçîâàíèß è äèñ-
ñèïàöèè â îáú¼ìå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðû
ýôôåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè èñïîëüçóåòñß ýôôåêòèâíûé êîýôôè-
öèåíò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâßçè (ÊÝÌÑ). Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèß, óïðîùà-
þùèå ìåòîäèêó íàõîæäåíèß ÊÝÌÑ â ðàìêàõ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà [166,
167]. Äàíî îáîáùåíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé íà ñëó÷àé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì ïîòåðü. Ââåäåíà óíèâåðñàëüíàß õà-
ðàêòåðèñòèêà âíóòðåííåé äèññèïàöèè â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåëàõ ïðè ãàðìî-
íè÷åñêèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññàõ â ðåçîíàíñíîì è íåðåçîíàíñíîì ðå-
æèìàõ. Ðàññìîòðåí å¼ ýíåðãåòè÷åñêèé ñìûñë. Ïðèâåäåíû ïðèáëèæåííûå ñî-
îòíîøåíèß, õàðàêòåðèçóþùèå ñâßçü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè äèññèïàöèè ñ ÊÝÌÑ
è ïðîâîäèìîñòüþ ïüåçîýëåìåíòà íà ðåçîíàíñíûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ.
 1. ÊÝÌÑ â çàäà÷àõ ýëåêòðîóïðóãîñòè
Íàèáîëåå ïîëíûì ïî ôèçè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ ßâëßåòñß îïðåäåëå-
íèå ÊÝÌÑ, èñïîëüçóåìîå àâòîðàìè ðàáîò [27, 166, 167]. Êâàäðàò ÊÝÌÑ
îïðåäåëßåòñß èìè êàê îòíîøåíèå ñïîñîáíîé ê îáðàùåíèþ çàïàñåííîé â
îáú¼ìå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ýëåêòðè÷åñêîé (ìåõàíè÷åñêîé) ýíåð-
ãèè êî âñåé ïîäâåäåííîé èç âíå ê òåëó ìåõàíè÷åñêîé (ýëåêòðè÷åñêîé)
ýíåðãèè. Â ÷àñòíîñòè, äëß ïðîñòåéøèõ òèïîâ îäíîðîäíûõ ýëåêòðîóïðó-
ãèõ ïîëåé ýòî îïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê òàáëè÷íûì çíà÷åíèßì ñòàòè÷å-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñâßçè, ÷òî ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèß èäåàëèçèðî-
âàííûõ öèêëîâ èçìåíåíèß ýëåêòðè÷åñêîãî èëè óïðóãîãî ñîñòîßíèß ïüå-
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çîýëåêòðè÷åñêîãî îáðàçöà [136]. Âìåñòå ñ òåì, â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ïî-
ëåé ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ôîðìàëüíî-ìàòåìàòè÷åñêèå ïðàâèëà âû÷èñëå-
íèß ÊÝÌÑ, ïðèâîäßùèå ê îäíèì è òåì æå ïðàâèëüíûì çíà÷åíèßì äëß
ñòàòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ [11, 27]. Îäíàêî ïåðåíåñåíèå ýòèõ ïðàâèë
íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ ïîëåé ßâëßåòñß îøèáî÷íûì
â ñìûñëå ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèß ÊÝÌÑ êàê õàðàêòåðèñòèêè
ýíåðãîïðåîáðàçîâàíèß. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè íåîäíîðîäíîé äåôîð-
ìàöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà íå âñß ïðåîáðàçóåìàß â ëîêàëüíûõ îáú-
åìàõ ýíåðãèß ñïîñîáíà ê îáðàùåíèþ (íàïðèìåð, ñíßòèþ ñ ýëåêòðîäîâ),
ïðè÷¼ì ïðè äàííîé äåôîðìàöèè äîëß ñïîñîáíîé ê îáðàùåíèþ ýíåðãèè
çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèß ýëåêòðîäîâ [27].
Äëß îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè íà ðåçîíàíñíûõ
÷àñòîòàõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåìåíòîâ ñ íåîäíîðîäíûì äåôîðìèðîâàíèåì






Âõîäßùèå â (4.1) ðåçîíàíñíûå ωr è àíòèðåçîíàíñíûå ωa ÷àñòîòû
ëåãêî îïðåäåëßþòñß ýêñïåðèìåíòàëüíî ïî êðèâîé ïðîâîäèìîñòè. Íàé-
äåííûå ïî ôîðìóëå (4.1) çíà÷åíèß ÊÝÌÑ íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ
êîëåáàíèé êîëüöà, òîíêîãî öèëèíäðà è ñôåðû, äëß êîòîðûõ ðàñïðåäå-
ëåíèå äåôîðìàöèé ßâëßåòñß îäíîðîäíûì, ñîâïàäàþò ñî ñòàòè÷åñêèìè
çíà÷åíèßìè [11, 27]. Îäíàêî, åñëè äåôîðìàöèß íåîäíîðîäíàß ïî îáú¼ìó
ïüåçîýëåìåíòà, çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ÊÝÌÑ íèæå ñòàòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ýëåê-
òðîäîâ, ÷åðåç êîòîðûå îñóùåñòâëßåòñß ïîäâîä ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè,
îñòà¼òñß îäíèì è òåì æå íà âñåõ ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé. Ýòà ñèòóàöèß, êàê
îòìå÷àåòñß â ðàáîòå [27], ìîæåò èçìåíèòüñß, åñëè èñïîëüçîâàòü âíóòðåí-
íèå èëè ïîâåðõíîñòíûå ðàçäåëüíûå ýëåêòðîäû. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå
ôîðìóëà (4.1) ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêèì çíà÷åíèßì ÊÝÌÑ, êîòîðûå
âñåãäà íèæå èõ ñòàòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íà îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè. Âî-
ïðîñû, êàñàþùèåñß èñïîëüçîâàíèß ôîðìóëû Ìýçîíà äëß àíàëèçà ýô-
ôåêòèâíîñòè ýíåðãîïðåîáðàçîâàíèß, äîñòàòî÷íî øèðîêî îñâåùåíû â ëè-
òåðàòóðå. Îäíàêî, êàê îòìå÷àåòñß â ìîíîãðàôèè [27], ïîïûòîê ïðèâåñòè
ýòó ôîðìóëó â ñîîòâåòñòâèå ñ ýíåðãåòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ÊÝÌÑ â
ôîðìóëèðîâêå, ïðèâåäåííîé âûøå, ïî-âèäèìîìó, íå ïðåäïðèíèìàëîñü.
Îòìåòèì åù¼ îäèí ñóùåñòâåííûé ìîìåíò, êàñàþùèéñß ôîðìóëû Ìýçî-
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íà. Äåëî â òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå ÊÝÌÑ ïî ýòîé ôîðìóëå â ïðèíöèïå
íåâîçìîæíî äëß íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Êðîìå òîãî, èìåþòñß
òðóäíîñòè â å¼ ïðèìåíåíèè äëß ñëó÷àåâ âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé ìåõà-
íè÷åñêèìè íàãðóçêàìè.
Íàèáîëåå ïîëíîé è ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýô-
ôåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè ïðè ýëåêòðîóïðóãèõ ïðîöåññàõ
ßâëßåòñß â íàñòîßùåå âðåìß ÊÝÌÑ, îïðåäåëßåìûé ñîãëàñíî ýíåðãåòè-
÷åñêîìó ïîäõîäó, ðàçðàáîòàííîìó â ðàáîòàõ [166, 167] è ïîäðîáíî èç-
ëîæåííîìó â ìîíîãðàôèè [27]. Îñíîâíàß èäåß ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ÊÝÌÑ, íàõîäßñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì â íà÷àëå ãëàâû
îïðåäåëåíèåì, äîëæåí ïîëíîñòüþ îïðåäåëßòüñß ïîëåì äåôîðìàöèé (ïå-
ðåìåùåíèé) â îáú¼ìå òåëà è õàðàêòåðîì ðàñïîëîæåíèß ýëåêòðîäîâ. Ïðè
ýòîì íåñóùåñòâåííûìè ßâëßþòñß ñàìè ñïîñîáû ìåõàíè÷åñêîãî è ýëåê-
òðè÷åñêîãî íàãðóæåíèß, ïðèâîäßùèå ê çàäàííîìó äåôîðìèðîâàííîìó
ñîñòîßíèþ. Äëß ïðèìåíåíèß ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà äîëæíà áûòü ðå-
øåíà ñîîòâåòñòâóþùàß êðàåâàß çàäà÷à ýëåêòðîóïðóãîñòè. Âñå íåîáõîäè-
ìûå äëß ýòîãî ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèß èìåþòñß â  4 ãë. 1. Ïðè÷¼ì äëß
ïîëó÷åíèß óðàâíåíèé ëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîñòè, â ðàìêàõ êîòîðîé ïî-
ñòðîåíà ýíåðãåòè÷åñêàß òåîðèß ÊÝÌÑ [166, 167], ñëåäóåò ôóíêöèîíàëû
â óðàâíåíèßõ ñîñòîßíèß (1.144) èëè (1.146) çàìåíèòü íà êâàäðàòè÷íûå
ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ. Êðîìå òîãî, òåìïåðàòóðíûìè
ýôôåêòàìè âðåìåííî ïðåíåáðåãàåì. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü óðàâíå-
íèß [27]













= ti( ~x, t ), uj
∣∣
Su
= u◦j( ~x, t ) (S = Sσ ∪ Su ), (4.4)
íà÷àëüíûå óñëîâèß
uj( ~x, 0 ) =
◦
uj ( ~x ), u˙j( ~x, 0 ) =
◦
vj ( ~x ). (4.5)




= ϕk( t ),
N⋃
k=1
Sk = Sϕ; (niDi )
∣∣
S−Sϕ= 0. (4.6)
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Åñëè ýëåêòðîä Sk ïîäêëþ÷åí ê ãåíåðàòîðó íàïðßæåíèß, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ϕk èçâåñòíî. Åñëè æå çàäàíî çíà÷åíèå òîêà ÷åðåç ýëåêòðîä
Sk, â ÷àñòíîñòè òîê ìîæåò ðàâíßòüñß íóëþ (ïàññèâíûé ýëåêòðîä), äëß
íàõîæäåíèß íåèçâåñòíîãî ïîòåíöèàëà ϕk (t) èñïîëüçóåòñß âåëè÷èíà çà-
äàííîãî ïîëíîãî çàðßäà Qk (t) (ðàâíîãî íóëþ äëß ïàññèâíûõ ýëåêòðî-
äîâ) [27, 38] ∫
Sk
niDi dS = −Qk ( t ). (4.7)
Ñêàçàííîå îñòà¼òñß â ñèëå, åñëè íåêîòîðûå èç ýëåêòðîäîâ íàõîäßòñß
âíóòðè òåëà (âíóòðåííèå ýëåêòðîäû). Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ëèøü
çàìåíèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (4.7) íà ñêà÷îê íîðìàëüíîé ñî-
ñòàâëßþùåé èíäóêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âíóòðåííèé ýëåêòðîä [27].
Îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîäîâ ïîêà ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îíè ßâëßþòñß áåñ-
êîíå÷íî òîíêèìè èäåàëüíûìè ïðîâîäíèêàìè. Ïîýòîìó èõ ìåõàíè÷åñêèì
âëèßíèåì íà ôóíêöèîíàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïüåçîýëåìåíòà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Â ÷àñòíîñòè, íàðßäó ñ íåïðåðûâíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà íå ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âíóòðåííèé ýëåê-
òðîä è ìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñîïðßæåííîãî ïîëß.
Îáðàòèìñß ê îïðåäåëåíèþ ÊÝÌÑ, ïðèâåäåííîìó â [27]. Ïîñêîëüêó
ýòî îïðåäåëåíèå ßâëßåòñß èñ÷åðïûâàþùèì òîëüêî â ñëó÷àå äâóõýëåê-
òðîäíîãî òåëà, â (4.6) âðåìåííî ïîëîæèì N = 2. Ïóñòü ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîå òåëî îáú¼ìà V , îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ S, îòíåñåíî
ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðàñïîëîæåíèå ýëåêòðîäîâ èçâåñòíî, â
÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò áûòü âíóòðåííèìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (4.2)
 (4.7), íàçûâàåìàß â äàëüíåéøåì îñíîâíîé, ðåøåíà äëß íåêîòîðûõ, âî-
îáùå ïðîèçâîëüíûõ, âíåøíèõ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ íàãðóçîê
è εij = εij( ~x, t◦ )  íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé â íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t◦. Òîãäà ñîãëàñíî [27] íàõîæäåíèå
ÊÝÌÑ íà ýòîé äåôîðìàöèè ñâßçàíî ñ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèß äëß
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
(µεkiϕ,i),k = ( ekij εij),k (4.8)
ïðè ðàçîìêíóòûõ è êîðîòêîçàìêíóòûõ ýëåêòðîäàõ, ò.å. ïðè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèßõ ñîîòâåòñòâåííî∫
S1(S2)
niDi dS = 0, (niDi )
∣∣
S−Sϕ= 0 (4.9)







= 0, (niDi )
∣∣
S−Sϕ= 0. (4.10)
Óðàâíåíèå (4.8) ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì âòîðûõ óðàâíåíèé (4.2) è (4.3).
Ïîñëå ðåøåíèß çàäà÷ (4.8), (4.9) è (4.8), (4.10) è íàõîæäåíèß ñîîòâåò-



























































Âåëè÷èíà ÊÝÌÑ ký íà äåôîðìàöèßõ εij ( ~x, t◦ ) îïðåäåëßåòñß ñî-














,j − ϕ k,iϕ k,j
)
dV (4.15)
ðàâíà òîé ÷àñòè ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè, çàïàñåííîé â îáú¼ìå òåëà, êîòî-
ðàß ñïîñîáíà ê îáðàùåíèþ (ê ñíßòèþ ñ ýëåêòðîäîâ) íà äàííîé äåôîð-
ìàöèè εij ( ~x, t◦ ). Ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåííîñòè äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîßíèß â ïðîöåññå ñíßòèß ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ßâëßåòñß îñíîâî-
ïîëàãàþùèì â ðàññìîòðåííîé òåîðèè, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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îïðåäåëåíèå ñïîñîáíîé ê îáðàùåíèþ ýíåðãèè ñèëüíî óñëîæíßåòñß. Âå-
ëè÷èíà Up, ôèãóðèðóþùàß â çíàìåíàòåëå ôîðìóëû (4.14), â ñèëó îò-
ñóòñòâèß ïîòîêà ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ÷åðåç ýëåêòðîäû, îòîæäåñòâëß-
åòñß ñ ðàáîòîé íåêîòîðûõ âíåøíèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèë, âûçûâàþùèõ äàí-
íîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå εij ( ~x, t◦ ) ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ñ
ðàçîìêíóòûìè ýëåêòðîäàìè, ïðè÷¼ì èìååò ñìûñë âñåé ïîäâåäåííîé èç
âíå ê òåëó ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, åñëè ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèß òåëà
óêàçàííûìè ñèëàìè ñ÷èòàòü ñòàòè÷åñêèì.
Îïðåäåëßß àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåëè÷èíó ký äëß ðàñïðåäåëåíèß
äåôîðìàöèé εij(~x, t), ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâîëüíîìó ìîìåíòó âðå-
ìåíè t, ïðèõîäèì ê êîýôôèöèåíòó ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâßçè êàê
íåêîòîðîé ôóíêöèè âðåìåíè ký = ký(t). Äàëåå ìîæíî ââîäèòü â ðàñ-
ñìîòðåíèå ñðåäíèå â òå÷åíèè íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ âðåì¼í ïðîöåññà
çíà÷åíèß ÊÝÌÑ èëè õàðàêòåðèçîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèß
ýíåðãèè ìàêñèìàëüíûìè è ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèßìè ÊÝÌÑ. Íà ñòà-
òèêå âåëè÷èíà ký ïîñòîßííà. Åñëè äåôîðìàöèè ïðåäñòàâèìû â âèäå
εij = εˆij ( ~x ) f(t), âðåìåííûé ìíîæèòåëü f(t), ôèãóðèðóþùèé â ñî-
îòíîøåíèßõ (4.8)  (4.13) êàê ïàðàìåòð, â îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè
(4.14) ñîêðàùàåòñß è ÊÝÌÑ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ßâëßåòñß ïîñòîßííîé
âåëè÷èíîé.
 2. Óïðîùåíèå ìåòîäèêè íàõîæäåíèå ÊÝÌÑ â ðàìêàõ
ýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè
Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðàññìîòðåííîé âûøå ìåòîäèêè íà-
õîæäåíèß ÊÝÌÑ çàêëþ÷àåò â ñåáå îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè â ïëàíå ðåà-
ëèçàöèè, ñâßçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèß íàðßäó ñ îñíîâíîé çàäà-
÷åé ýëåêòðîóïðóãîñòè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷ äëß ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà. Íåêîòîðûå çàòðóäíåíèß ñ òî÷êè çðåíèß òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèé âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè óêàçàííûõ çàäà÷ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè,
ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (4.8) ôèãóðèðóþò ïðîèçâîäíûå îò
äåôîðìàöèé. Ñëåäóß ðàáîòàì [110, 111], ïîêàæåì, ÷òî ìåòîäèêó íàõî-
æäåíèß ÊÝÌÑ â ðàìêàõ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ìîæíî ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîò, íå áóäåì îãðàíè-
÷èâàòüñß ñëó÷àåì òîëüêî êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç









ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ðàçíîñòü ïî-
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òåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ è çàðßä ýëåêòðîäà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìå-
íè t, îòâå÷àþùèå îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â
ðàìêàõ èñïîëüçóåìîãî ïðåäïîëîæåíèß îá îòñóòñòâèè ýëåêòðè÷åñêèõ ïî-
ëåé ðàññåèâàíèß âíå òåëà [27] Q2 = −
∫
S2
niDi dS = −Q1. Â ýòîì ìîæíî
óáåäèòüñß, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî îáú¼ìó âòîðîå óðàâíåíèå (4.2) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íóëåâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèß äëß íîðìàëüíîé ñîñòàâëßþùåé
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (4.6) âíå ýëåêòðîäîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðå-
øåíèå çàäà÷è (4.8), (4.10) ϕk ïðåäñòàâèìî â âèäå ϕk = ϕ − ϕ◦, ãäå


















ò.å. ϕ◦ ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè ïðè çàäàííîé íà
ýëåêòðîäàõ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ∆ϕ(t) èç îñíîâíîé çàäà÷è ýëåêòðî-
óïðóãîñòè. Âðåìß t ôèãóðèðóåò â (4.16) êàê ïàðàìåòð. Äëß âíóòðåííåé













ϕ,i − ϕ ◦,i
) (
ϕ,j − ϕ ◦,j
)]
dV =














Çäåñü U = U( t )  âíóòðåííßß ýíåðãèß òåëà èç îñíîâíîé çàäà÷è,











ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ¼ìêîñòü [12] ïüåçîýëåìåíòà íà íóëåâûõ äåôîðìàöè-
ßõ, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòüþ ïüå-
çîýëåìåíòà [39]. Î÷åâèäíî, ÷òî Cε íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t, åñëè
µεij âî âðåìåíè ïîñòîßííû. Èñïîëüçóß ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (4.16), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè (4.17) ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî
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Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíó ϕp, ßâëßþùóþñß ðåøåíèåì çàäà÷è (4.8),(4.9),
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ϕp = ϕ − ϕ∗, ãäå ϕ∗ = ϕ∗(~x, t)  ðåøåíèå
çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè â ñëó÷àå, êîãäà íà ýëåêòðîäå çàäàí çàðßä Q1 (t)














,jni dS = ±Q1 (t).
(4.20)













ϕ,i − ϕ ∗,i
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèß (4.18) è (4.22) äàþò îäíî è òîæå çíà÷åíèå
ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòè Cε. Èñïîëüçóß ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è




,j dV = ∆ϕQ1. (4.23)
Âíóòðåííßß ýíåðãèß â ñëó÷àå ðàçîìêíóòûõ ýëåêòðîäîâ ïðèìåò âèä






Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (4.19) è (4.24) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-








2U(t)− Cε(∆ϕ(t))2 . (4.25)
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Ñîîòíîøåíèß (4.25), íàõîäßñü â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýíåðãåòè÷å-
ñêèì ïîäõîäîì [27], çíà÷èòåëüíî óïðîùàþò ìåòîäèêó íàõîæäåíèß
ÊÝÌÑ â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ýëåêòðîóïðóãîñòè. Äëß èõ èñïîëüçîâàíèß
íåîáõîäèìî ïåðåä ðåøåíèåì êàæäîé òàêîé çàäà÷è îïðåäåëèòü ñòàòè÷å-
ñêóþ ¼ìêîñòü Cε ïóò¼ì ðåøåíèß çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè ïðè òîì æå
ðàñïîëîæåíèè ýëåêòðîäîâ, ÷òî è â îñíîâíîé çàäà÷å. Åñëè äèýëåêòðè-
÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè µεij âî âðåìåíè ïîñòîßííû, òî òàêîâîé ßâëßåòñß
è ¼ìêîñòü Cε. Ïîýòîìó óêàçàííàß ýëåêòðîñòàòè÷åñêàß çàäà÷à äîëæíà
áûòü ðåøåíà òîëüêî îäèí ðàç. Â òî æå âðåìß äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è
äëß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (4.8), (4.9) è (4.8), (4.10) â íåïîñðåä-
ñòâåííîé ìåòîäèêå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî ðåøàòü êàæ-
äûé ðàç, êàê òîëüêî õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèß äåôîðìàöèé ïî îáú¼ìó
òåëà ìåíßåòñß. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè çàäà÷è ðåøàþòñß äëß êàæäîãî
ìîìåíòà âðåìåíè. Ê ñêàçàííîìó ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àßõ ¼ìêîñòü Cε èçâåñòíà è íåîáõîäèìîñòü â ðåøå-
íèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è îòïàäàåò. Åñëè äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíè-
öàåìîñòè µεij êàêèì-ëèáî îáðàçîì èçìåíßþòñß âî âðåìåíè èëè, ñêàæåì,
ïðè öèêëè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, ßâëßþòñß ôóíêöèßìè ÷àñòîòû, ¼ìêîñòü Cε
äîëæíà îïðåäåëßòüñß êàæäûé ðàç, êàê òîëüêî âðåìß (èëè ÷àñòîòà) ìå-
íßþòñß. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèß (4.25) èìåþò ñóùåñòâåí-
íûå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîñðåäñòâåííîé ìåòîäèêîé ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ïîñêîëüêó ýëåêòðîñòàòè÷åñêàß çàäà÷à òèïà (4.16)
çíà÷èòåëüíî ïðîùå â ðåøåíèè, ÷åì äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è (4.8), (4.9)
è (4.8), (4.10). Çíàß Cε, âåëè÷èíó ÊÝÌÑ ký ìîæíî íàéòè ïî ôîðìó-
ëàì (4.25) ñðàçó æå èç ðåøåíèß îñíîâíîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïðè








èñïîëüçîâàòü êîòîðóþ íà ïðàêòèêå èíîãäà çíà÷èòåëüíî óäîáíåå, ÷åì èí-
òåãðèðîâàòü íîðìàëüíóþ ñîñòàâëßþùóþ èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß
ïî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ôîðìóëû ëåãêî óáå-
äèòüñß, åñëè âîñïîëüçîâàòüñß óðàâíåíèßìè ýëåêòðîñòàòèêè èç (4.2), âòî-
ðûì îïðåäåëßþùèì ñîîòíîøåíèåì (4.3) è ôîðìóëîé Ãàóññà-Îñòðîãðàä-
ñêîãî. Â êîíêðåòíûõ ñëó÷àßõ ñîîòíîøåíèß (4.25) ìîãóò óïðîùàòüñß.
Òàê, ïðè ðàáîòå ïüåçîýëåìåíòà â ðåæèìå ïðè¼ìà âûðàæåíèå äëß
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â ÷àñòíîñòè, íà ñòàòèêå ∆ϕ = const  âîçíèêàþùàß íà ýëåêòðîäàõ






ρbiuidV  ðàáîòà âíåøíèõ ìå-





; ∆ϕ,Q1 = const. (4.28)
Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âðåìåííûé ìíîæèòåëü cosωt â

























ãäå Uò  óäâîåííàß ñðåäíßß çà ïåðèîä âíóòðåííßß ýíåðãèß. Â îòëè÷èè
îò ôîðìóëû Ìýçîíà (4.1), ñîîòíîøåíèß (4.29) ïîçâîëßþò îöåíèòü ýô-
ôåêò ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè êàê íà ðåçîíàíñíûõ, òàê è íåðåçîíàíñíûõ
÷àñòîòàõ ýëåêòðîóïðóãèõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéä¼ì ÊÝÌÑ â ñëó÷àå ïðîäîëüíûõ êîëåáà-
íèé ñâîáîäíîãî îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè è ïîëßðèçîâàííîãî ïî äëèíå
ñòåðæíß, íà ýëåêòðîäèðîâàííûõ òîðöàõ êîòîðîãî ïîääåðæèâàåòñß ýëåê-
òðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ϕ|z=±h = ±∆ϕˆ2 cosωt. Çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè ïî
îïðåäåëåíèþ ¼ìêîñòè Cε èìååò âèä
dDˆz
dz
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ãäå S  ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèß ñòåðæíß. Ðåøåíèå îñíîâíîé çà-



































 ïðîäîëüíûé ÊÝÌÑ ìàòåðèàëà, λh  áåçðàçìåðíàß
÷àñòîòà. Äëß çàðßäà íà òîðöå èìååì





































































Òàêîå æå âûðàæåíèå äëß ÊÝÌÑ ký ïîëó÷èòñß, åñëè ïðîâåñòè ïðî-
öåäóðó åãî âû÷èñëåíèß íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (4.14) [166]. Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (4.29) ìîæíî ïðèéòè ê ôîðìóëüíûì ïðåä-
ñòàâëåíèßì ÊÝÌÑ è â äðóãèõ ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ ýëåê-
òðîóïðóãîñòè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷àõ î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèßõ ñòåðæíß
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ñ íåýëåêòðîäèðîâàííûìè ó÷àñòêàìè ó òîðöîâ è ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèßõ
öèëèíäðà ñ çàãëóáëåííûìè ýëåêòðîäàìè, íà ïðèìåðå êîòîðûõ â ðàáîòå
[27] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè ÊÝÌÑ ñ ðåçîíàíñíîé
òåîðèåé Ìýçîíà. Îäíàêî â ïîëíóþ ñèëó óêàçàííûå âûøå ïðåèìóùåñòâà
ñîîòíîøåíèé (4.25) èëè (4.29) íàä íåïîñðåäñòâåííîé ìåòîäèêîé ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïðîßâëßþòñß ïðè íàõîæäåíèè ÊÝÌÑ â çàäà÷àõ,
ðåøåíèå êîòîðûõ áåç ïðèâëå÷åíèß ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íå ïðåäñòàâëß-
åòñß âîçìîæíûì.
 3. ÊÝÌÑ ïðîèçâîëüíîãî ïîëß äåôîðìàöèé è ÊÝÌÑ îò-
äåëüíûõ ìîä êîëåáàíèé
Èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèß (4.29), ïîëó÷èì âûðàæåíèß äëß ÊÝÌÑ íà
äåôîðìàöèßõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ôîðìàì êîëåáàíèé ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Äëß ýòîãî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ïðè çàêîðî÷åí-
íûõ ýëåêòðîäàõ ωr (÷àñòîòå ðåçîíàíñà) â (4.29) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü
∆ϕˆ = 0, à íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ïðè ðàçîìêíóòûõ ýëåêòðîäàõ ωa
(÷àñòîòå àíòèðåçîíàíñà)  Qˆ1 = 0. Ïðè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèßõ âû-
ïîëíßþòñß ðàâåíñòâà



























ãäå K(r)ò è K(a)ò  óäâîåííûå ñðåäíèå çà ïåðèîä çíà÷åíèß êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè òåëà íà ñîáñòâåííûõ ïåðåìåùåíèßõ ñîîòâåòñòâåííî uˆ(r)i è
uˆ
(a)
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Äàëåå, ïîëîæèâ U (r)i = Auˆ(r)i , U (a)i = Buˆ(a)i , âûáèðàåì ðàçìåðíûå ïî-
ñòîßííûå A è B èç óñëîâèé∫
V
ρU (r)i U (r)i dV = 1,
∫
V
ρU (a)i U (a)i dV = 1. (4.40)
Òåì ñàìûì óñòðàíßåòñß ïðîèçâîë â âûáîðå êàê ñàìèõ ñîáñòâåííûõ ïå-
ðåìåùåíèé, òàê è ãåíåðèðóåìûõ èìè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðßäîâ è íàïðß-






















ãäå Q1 = AQˆ1, ∆Ψ = B∆ϕˆ. Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèß äëß ÊÝÌÑ ìîãóò
áûòü çàïèñàíû äëß ëþáîé ïàðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωrm è ωam (m =





















, m = 1, 2, 3 . . . . (4.44)
ìêîñòü Cε, âîîáùå ãîâîðß, ßâëßåòñß ôóíêöèåé ñîáñòâåííîé ÷àñòî-
òû. Íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî âåëè÷èíû ∆Ψ(m) è Q(m)1 , õàðàêòåðèçóþ-
ùèå ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå è ñîáñòâåííûé (ïîëßðèçàöèîííûé, ñâß-
çàííûé) çàðßä, èíäóöèðóåìûå íà ýëåêòðîäàõ íîðìèðîâàííîé ñîãëàñíî
(4.40) m-é ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé (ñîáñòâåííûì ïåðåìåùåíèåì) ñîîò-
âåòñòâåííî íà ÷àñòîòàõ ωam è ωrm èìåþò ðàçìåðíîñòè B·(êã)−1/2 ·(ì)−1
è Êë · (êã)−1/2 · (ì)−1.
Èìåß âûðàæåíèß (4.43) è (4.44) äëß ÊÝÌÑ îòäåëüíûõ ìîä êîëå-
áàíèé, åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î âîçìîæíîé ñâßçè ìåæäó íèìè
è ÊÝÌÑ (4.25) çàäàííîãî ïîëß äåôîðìàöèé (ïåðåìåùåíèé). Ýòîò âî-
ïðîñ ðàññìàòðèâàëñß àâòîðîì ðàáîòû [38] íà îñíîâå ìåòîäà ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé (ÌÑÔ), ðàçâèâàåìîãî èì æå äëß çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé ýëåê-
òðîóïðóãîñòè â ðàáîòå [37]. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê óêàçàííîìó âîïðîñó,
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îñòàíîâèìñß êðàòêî íà îñíîâíûõ ïîëîæåíèßõ ÌÑÔ [38]. Ñîãëàñíî ýòîìó
ìåòîäó ìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåùåíèß è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàäà÷è

























































ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ωm. Âåêòîðíûå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé U (m)i îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì ρ( ~x ) â îáú¼ìå òåëà
[37, 126]: ∫
V
ρU (m)i U (n)i dV = 0, m 6= n. (4.47)
Íèæå ñ÷èòàåì èõ òàêæå íîðìèðîâàííûìè ñîãëàñíî (4.40). Ñêàëßð-
íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ψ(m) â îáùåì
ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûìè íå ßâëßþòñß [37]. Íåñâßçàííàß ñîñòàâëßþùàß
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ψ( ~x, t ) îïðåäåëßåòñß â ðåçóëüòàòå ðåøåíèß
çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè òèïà (4.16), (4.20) ïðè òåõ æå ýëåêòðè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèßõ, ÷òî è â îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè. Âðåìß
âõîäèò â çàäà÷ó ýëåêòðîñòàòèêè êàê ïàðàìåòð. Ôóíêöèè âðåìåíè qm( t )
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â ðàçëîæåíèßõ (4.45) íàõîäßòñß ïî íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèßì


































U(m)j (~x) tj (~x, t) dS +∆ϕ (t)Q(m)1 −∆Ψ(m)Q1(t).
(4.48)
Çäåñü ∆ϕ(t), è Q1(t)  ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå íà ýëåêòðîäàõ è
çàðßä ýëåêòðîäà èç îñíîâíîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè. Åñëè â ýòîé çà-
äà÷å ýëåêòðîäû ïîäêëþ÷åíû ê ãåíåðàòîðó òîêà (Q1(t)  çàäàíî, â ÷àñò-
íîñòè, ðàâíî íóëþ ïðè ðàçîìêíóòûõ ýëåêòðîäàõ), íåèçâåñòíàß ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ ∆ϕ(t) óìíîæàåòñß íà íóëåâîé ñîáñòâåííûé çàðßä Q(m)1 = 0
(çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß ðåøàåòñß ïðè ðàçîìêíóòûõ ýëåêòðî-
äàõ) è íå âõîäèò â âûðàæåíèå äëß qm(t). Êîãäà â îñíîâíîé çàäà÷å
èçâåñòíî íàïðßæåíèå ∆ϕ(t), çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß ðåøàåòñß
ïðè çàêîðî÷åííûõ ýëåêòðîäàõ ( ∆Ψ(m) = 0). Â ýòîì ñëó÷àå èç âûðàæå-
íèß äëß qm(t) âûïàäàåò íåèçâåñòíûé çàðßä Q1(t).
Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèß ðåøåíèß çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè â âè-
äå (4.45) èçó÷åíà â ðàáîòå [37] â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîòû âåêòîðíûõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé U (m)i â îáú¼ìå òåëà. Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó-
÷àå ýòî ïðåäïîëîæåíèå, êàê è ïðåäïîëîæåíèå î áåñêîíå÷íîì äèñêðåò-
íîì ñïåêòðå ÷àñòîò, òðåáóåò ïðîâåðêè, ò.å., ïî ñóòè, ðåøåíèß çàäà÷è íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß [37].
Ïîäñòàâëßß ðàçëîæåíèß (4.45) â ôîðìóëó äëß âíóòðåííåé ýíåðãèè
(4.11) è èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèß (4.46), óñëîâèß (4.40), (4.47), à òàêæå
ó÷èòûâàß ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ ïðèðîäó íåñâßçàííîãî ïîòåíöèàëà ψ, ïî-
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µεkjψ,jnkdS = −Qu2 (t) (4.50)
 íåñâßçàííûé çàðßä ýëåêòðîäà. Äëß ïîëíîãî çàðßäà ðàçëîæåíèß (4.45)
äàþò






Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòü íåñâßçàííîãî çàðßäà ðàç-
íîñòè íåñâßçàííûõ ïîòåíöèàëîâ
Qu1 = Cε∆ψ = Cε(ψ1 − ψ2), (4.52)
ãäå Cε  ââåä¼ííàß ðàíåå ñòàòè÷åñêàß ¼ìêîñòü ïüåçîýëåìåíòà, ïåðåïè-





















Ïóñòü (4.45) ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ðàçëîæåíèß ïîëåé ïåðåìåùåíèé è
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèßì, íàéäåííûì ïðè
êîðîòêîçàìêíóòûõ ýëåêòðîäàõ. Òîãäà, ïîäñòàâëßß (4.53) è (4.54) ñ ó÷å-
òîì ðàâåíñòâà ∆Ψ(m) = 0 â ôîðìóëû (4.25) è îáîçíà÷àß ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ωm è êîýôôèöèåíòû qm(t) ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ωrm (÷à-
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç (4.53), (4.54) è (4.25) ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå äëß ÊÝÌÑ, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèßì (4.45) ïî ñîáñòâåííûì













Åñëè â (4.55) è (4.56) ïîëîæèòü qrm è qam äëß âñåõ m, êðîìå îä-
íîãî, ðàâíûìè íóëþ, áóäåì èìåòü âûðàæåíèß äëß ÊÝÌÑ îòäåëüíûõ
íîðìàëüíûõ ìîä (4.43) è (4.44), ïîëó÷åííûå ðàíåå. Èñêëþ÷àß èç ðà-
âåíñòâ (4.55) è (4.43) âåëè÷èíó ñîáñòâåííîãî çàðßäà Q(m)1 , ïðèõîäèì
ê èñêîìîé ñâßçè ìåæäó ÊÝÌÑ ïðîèçâîëüíîãî ïîëß äåôîðìàöèé ký è























Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñêëþ÷àß èç (4.56) è (4.44) ýëåêòðè÷åñêîå

















Ðàçóìååòñß, âåëè÷èíû ÊÝÌÑ ký, âû÷èñëßåìûå ñîãëàñíî (4.57) è
(4.58), áóäóò îäèíàêîâûìè.
Ôîðìóëû (4.57) è (4.58) ïîëó÷åíû ðàíåå â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå
[38]. Îäíàêî àâòîðó ýòîé ðàáîòû ñîîòíîøåíèß (4.25), ïî-âèäèìîìó, áû-
ëè íåèçâåñòíû. Ïîýòîìó ïðèâåäåííîå èì äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóë (4.57)
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è (4.58) îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè íåïîñðåäñòâåííîé ìåòîäèêè ýíåðãå-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà (4.8)  (4.14). Ñëåäóß ðàáîòå [38], ïðèìåíèì ôîðìóëû
(4.57) è (4.58) äëß îöåíêè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ÊÝÌÑ, äîñòèæèìûõ













Çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñß ïðè
ωrmqrm(t) = A(t)k
(rm), ωamqam(t) = B(t)k
(am)
ý , (4.60)
ãäå A(t) è B(t)  íå çàâèñßùèå îò m ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè âðåìåíè.
Ïîñêîëüêó ký åñòü âîçðàñòàþùàß ôóíêöèß k, ðåàëèçóþùèå ìàêñèìàëü-












ý U (am)i (~x).
(4.61)
Ðåçóëüòàò, ðàçóìååòñß, áóäåò îäíèì è òåì æå. Çäåñü íîðìèðîâàííûå
ñîáñòâåííûå ïåðåìåùåíèß ïðè êîðîòêîçàìêíóòûõ è ðàçîìêíóòûõ ýëåê-
òðîäàõ îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç U (rm)i è U (am)i . Âðåìåííûå
ìíîæèòåëè A(t) è B(t) ßâëßþòñß íåñóùåñòâåííûìè, ïîñêîëüêó âûïà-
äàþò èç âûðàæåíèß äëß ÊÝÌÑ (4.14) èëè (4.25).
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Îïðåäåëåíèå ÊÝÌÑ ïî ôîðìóëå (4.14) ßâëßåòñß èñ÷åðïûâàþùèì
äëß äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå èìååòñß òîëüêî
îäèí ñïîñîá ñíßòèß ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ïóò¼ì ïåðåâîäà òåëà èç
ýëåêòðè÷åñêè ðàçîìêíóòîãî â êîðîòêîçàìêíóòîå ñîñòîßíèå. Âìåñòå ñ
òåì øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäßò òàêèå ìíîãîýëåêòðîäíûå òåëà, ÷àñòü
ýëåêòðîäîâ êîòîðûõ çàêîðî÷åíà ÷åðåç îäèí, à äðóãàß ÷àñòü  ÷åðåç äðó-
ãîé ýëåêòðîäû, ÷òî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòè-
êå ìíîãîñëîéíûõ ïðåîáðàçîâàòåëßõ [130]. Òàêèå òåëà ßâëßþòñß ïî ñóòè
äâóõýëåêòðîäíûìè è íàõîæäåíèå ÊÝÌÑ äëß íèõ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî
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ïî îïèñàííûì ðàíåå ìåòîäèêàì, èñïîëüçóþùèì ôîðìóëû (4.14), (4.25)
èëè (4.57), (4.58). Ðåçóëüòàòû ïðè ýòîì áóäóò îäèíàêîâûìè. Êðîìå òîãî,
äëß êàæäîé èç ðàçäåë¼ííûõ ýëåêòðîäàìè ïüåçîïëàñòèí ìíîãîñëîéíîãî
ïðåîáðàçîâàòåëß ìîæåò áûòü íàéäåí ñâîé ÊÝÌÑ, íàïðèìåð, ïî ôîð-
ìóëàì (4.25). Ñîñåäíèå ïüåçîïëàñòèíû ïîäîáíî ïàññèâíûì (íåïüåçîàê-
òèâíûì) ñëîßì âûñòóïàþò ïðè ýòîì â êà÷åñòâå âíåøíåé ìåõàíè÷åñêîé
íàãðóçêè, ó÷àñòâóþùåé â îáðàçîâàíèè äåôîðìàöèè äàííîé ïëàñòèíû.
Ïðèìåðû òàêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ðàññìàòðèâàþòñß â ãëàâå 7.
Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîýëåêòðîäíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ñóùå-
ñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü â ïîíßòèßõ ðàçîìêíóòîãî è êîðîòêîçàìêíóòî-
ãî ýëåêòðè÷åñêèõ ñîñòîßíèé, ôèãóðèðóþùèõ â ýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè
ÊÝÌÑ. Ëþáîå, íå îáßçàòåëüíî ïîëíîå, çàêîðà÷èâàíèå ýëåêòðîäîâ íà
çàäàííîé è íåèçìåííîé äåôîðìàöèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñß êàê ñíßòèå
ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîýòîìó, êîãäà ðå÷ü èä¼ò î âû÷èñëåíèè ÊÝÌÑ
ìíîãîýëåêòðîäíîãî òåëà ïî ôîðìóëå (4.14), äîëæíî áûòü ÷åòêî îãîâîðå-
íî, ê êàêîé ãðóïïå ýëåêòðîäîâ îíî îòíîñèòñß, ò.å. êàêèå ýëåêòðîäû ïðåä-
ïîëàãàþòñß îäíîâðåìåííî ðàçîìêíóòûìè èëè êîðîòêîçàìêíóòûìè ïðè
çàäàííûõ äåôîðìàöèßõ (ïåðåìåùåíèßõ) â îáú¼ìå. Êðîìå òîãî, äîëæíû
áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ýëåêòðè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèß íà îñòàëüíûõ
ýëåêòðîäàõ, ïðè êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñß ñíßòèå ýíåðãèè. Ïðè âûïîë-
íåíèè ýòèõ òðåáîâàíèé ôîðìóëó (4.14) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëß âû÷èñ-
ëåíèß ÊÝÌÑ îòíîñèòåëüíî äâóõ, òð¼õ è ò.ä. ýëåêòðîäîâ, â ÷àñòíîñòè,
â ñëó÷àå, êîãäà òåëî ïåðåâîäèòñß èç ïîëíîñòüþ ðàçîìêíóòîãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ñîñòîßíèß â ïîëíîñòüþ êîðîòêîçàìêíóòîå, ò.å., êîãäà ñíßòèå
ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè îñóùåñòâëßåòñß ïóò¼ì îäíîâðåìåííîãî çàêîðà-
÷èâàíèß âñåõ ýëåêòðîäîâ. Â áîëüøèíñòâå óñòðîéñòâ ïüåçîýëåêòðîíèêè
ñúåì ýíåðãèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îñóùåñòâëßåòñß ñ îäíîé ïàðû
ýëåêòðîäîâ, ïðè ýòîì ïîíßòèå ýëåêòðîä âêëþ÷àåò â ñåáß è íåñêîëüêî
êîíñòðóêòèâíî çàêîðî÷åííûõ ýëåêòðîäîâ [130, 137]. Ïîýòîìó îñòàíîâèì-
ñß ïîäðîáíåå íà âû÷èñëåíèè ÊÝÌÑ ìíîãîýëåêòðîäíîãî òåëà äëß ïàðû
ýëåêòðîäîâ.
Ïóñòü èìååòñß ïüåçîýëåêòðè÷åñêîå òåëî ñ N ≥ 3 ýëåêòðîäàìè, ÷àñòü
êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñß âíóòðè îáú¼ìà. Åñëè íåñêîëüêî ýëåêòðîäîâ
êîíñòðóêòèâíî çàêîðî÷åíû, îíè ðàññìàòðèâàþòñß êàê îäèí. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýëåêòðîäû Sk, k = 3, 4, ...,M ïîäêëþ÷åíû ê ãåíåðàòîðàì íà-
ïðßæåíèß, à ýëåêòðîäû Sk, k = M + 1,M + 2, ..., N  ê ãåíåðàòîðàì
òîêà èëè ßâëßþòñß ïàññèâíûìè. Íà ýëåêòðîäàõ S1 è S2, ïî îòíîøåíèþ
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ê êîòîðûì áóäåì íàõîäèòü ÊÝÌÑ, ïðåäïîëàãàþòñß èçâåñòíûìè ëèáî
çàðßäû, ëèáî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, ëèáî îíè çàìûêàþòñß âíåøíåé öå-
ïüþ ñ èçâåñòíîé ïðîâîäèìîñòüþ. Íàðßäó ñ îïèñàííûì ýëåêòðè÷åñêèì
íàãðóæåíèåì íà òåëî îäíîâðåìåííî ìîãóò äåéñòâîâàòü è âíåøíèå ìå-
õàíè÷åñêèå íàãðóçêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîïðßæåííîå ýëåêòðîóïðóãîå
ïîëå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèß íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è (4.2)  (4.7) íàé-
äåíî è εij(~x, t)  äåôîðìàöèß â îáú¼ìå òåëà. Ñ÷èòàß å¼ â äàëüíåéøåì
íåèçìåííîé, ÊÝÌÑ äëß ïàðû ýëåêòðîäîâ S1 è S2 áóäåì âû÷èñëßòü ñî-
ãëàñíî ôîðìóëå (4.14). Ïðè âûáîðå ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íà ýëåêòðîäàõ Sk, k = 3, 4, ..., N , íåîáõîäèìûõ äëß ðåøåíèß âñïîìîãà-
òåëüíûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ (4.8), (4.9) è (4.8), (4.10), ìîæíî ðàñ-
ñóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: à) êàê è â ñëó÷àå äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà,
àáñòðàãèðóåìñß îò èñòèííûõ ïðè÷èí, âûçâàâøèõ äàííóþ äåôîðìàöèþ.
Â êà÷åñòâå âñåé ïîäâåäåííîé ýíåðãèè, îòîæäåñòâëßåìîé ñ ðàáîòîé íåêî-
òîðûõ âíåøíèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèë, ðàññìàòðèâàåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ
òåëà íà äàííîé äåôîðìàöèè â ïîëíîñòüþ ðàçîìêíóòîì ýëåêòðè÷åñêîì
ñîñòîßíèè. Ñïîñîáíàß ê îáðàùåíèþ ýëåêòðè÷åñêàß ýíåðãèß èçâëåêàåòñß
ïóò¼ì çàìûêàíèß òîëüêî ïàðû ýëåêòðîäîâ S1 è S2. Ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì íà ýëåêòðîäàõ Sk, k = 3, 4, ..., N ïðè òàêîì óïðîùåííîì ïîäõîäå
ßâëßåòñß íóëåâîé çàðßä; á) â îïðåäåëåíèè ÊÝÌÑ äëß ïàðû ýëåêòðîäîâ
ïðèâßçûâàåìñß ê ñïîñîáó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîäêëþ÷åíèß îñòàëüíûõ ýëåê-
òðîäîâ, êîòîðûé èìååò ìåñòî â îñíîâíîé çàäà÷å. Îäíàêî ñ÷èòàåì, ÷òî
ñïîñîáíàß ê îáðàùåíèþ ýëåêòðè÷åñêàß ýíåðãèß íà äàííîé äåôîðìàöèè
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà èçâëåêàåòñß ïðè çàìûêàíèè ïàðû ýëåêòðî-
äîâ S1 è S2, à âîçìîæíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó òåëîì è
ãåíåðàòîðàìè ÷åðåç îñòàëüíûå ýëåêòðîäû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèß.
Òàêîé ïîäõîä ïðåäëàãàåòñß â ðàáîòå [38], â êîòîðîé ãðàíè÷íûå óñëî-
âèß íà ýëåêòðîäàõ Sk, k = 3, 4, ..., N äëß çàäà÷ (4.8), (4.9) è (4.8), (4.10)
âûáèðàþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ýëåêòðîäàõ, ïîäêëþ÷åííûõ ê ãå-
íåðàòîðàì íàïðßæåíèß, ïîëàãàþòñß ðàâíûìè íóëþ çíà÷åíèß ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à íà ýëåêòðîäàõ, ïîäêëþ÷åííûõ ê ãåíåðàòîðàì òî-
êà èëè ïàññèâíûõ ýëåêòðîäàõ  çíà÷åíèß ïîëíûõ çàðßäîâ. Ïðè òàêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèßõ ïîòîêè ýíåðãèè ÷åðåç ýëåêòðîäû ðàâíû íóëþ [38].
Èñïîëüçóåìàß ôîðìóëèðîâêà ãðàíè÷íîãî óñëîâèß íà ýëåêòðîäàõ, ïèòà-
åìûõ ãåíåðàòîðàìè íàïðßæåíèß, ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé: âñå ýòè ýëåê-
òðîäû ñ÷èòàþòñß çàêîðî÷åííûìè è ðàññìàòðèâàþòñß êàê îäèí ýëåêòðîä
ñ íóëåâûì ïîëíûì çàðßäîì. Òîãäà ïîñòàíîâêè çàäà÷ (4.8), (4.9) è (4.8),
(4.10) áóäóò èìåòü òàêîé æå òèï, êàê è â ñëó÷àå ïîäõîäà à), õîòß èõ
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ðåøåíèß íà îäíîé è òîé æå äåôîðìàöèè äëß îáåèõ ïîäõîäîâ ïðèíöè-
ïèàëüíî ðàçëè÷àþòñß. Â ñëó÷àå à) íà ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåêòðîäàõ ïðè
îäèíàêîâûõ (íóëåâûõ) ïîëíûõ çàðßäàõ áóäóò ðàçëè÷íûå ïîòåíöèàëû,
à â ñëó÷àå á)  ïðè îäèíàêîâûõ (íóëåâûõ) ïîòåíöèàëàõ, âîîáùå ãîâî-
ðß, ðàçíûå çàðßäû, äàþùèå íóëåâîé çàðßä â ñóììå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
âñå ýëåêòðîäû, êðîìå S1 è S2, ßâëßþòñß â íåêîòîðîé çàäà÷å ýëåêòðî-
óïðóãîñòè ïàññèâíûìè èëè çàïèòàíû îò ãåíåðàòîðîâ òîêà, ïîäõîäû à)
è á) ïðèâîäßò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì, õîòß è îñíîâàíû íà ðàçíûõ
ñîîáðàæåíèßõ; â) ó÷èòûâàåì ñïîñîáû ïîäêëþ÷åíèß ýëåêòðîäîâ è ñîõðà-
íßåì ïðè ïåðåâîäå òåëà èç ðàçîìêíóòîãî ïî îòíîøåíèþ ê ýëåêòðîäàì
S1 è S2 â êîðîòêîçàìêíóòîå ñîñòîßíèå òå æå ýëåêòðè÷åñêèå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèß íà ýëåêòðîäàõ Sk, k = 3, 4, ..., N , ÷òî è â îñíîâíîé çàäà÷å
ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ýòî òåì áîëåå îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó ýëåêòðè÷åñêèå
èñòî÷íèêè  ãåíåðàòîðû íàïðßæåíèß èëè òîêà âñåãäà ïðåäïîëàãàþòñß
äîñòàòî÷íî ìîùíûìè è ïîýòîìó ïîääåðæèâàåìûå èìè ýëåêòðè÷åñêèå
íàïðßæåíèß èëè òîêè (çàðßäû) ìîæíî ñ÷èòàòü íåèçìåííûìè ïðè ïå-
ðåõîäå îò ñîñòîßíèß ñ ðàçîìêíóòûìè ê ñîñòîßíèþ ñ êîðîòêîçàìêíóòû-
ìè ýëåêòðîäàìè S1 è S2. Îäíàêî ïðè ýòîì ïåðåõîäå èçìåíßòñß ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðßäû íà ýëåêòðîäàõ Sk, k = 3, 4, ...,M , ïîäêëþ÷åííûõ ê
ãåíåðàòîðàì íàïðßæåíèß è ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû íà ýëåêòðîäàõ
Sk, k =M +1,M +2, ..., N , ïîäêëþ÷åííûõ ê ãåíåðàòîðàì òîêà. Â ñâßçè
ñ ýòèì ïðîèçîéä¼ò íåêîòîðîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó òåëîì è
ãåíåðàòîðàìè, ìîãóùåå ïîâëèßòü íà âåëè÷èíó òîé ÷àñòè ýëåêòðè÷åñêîé
ýíåðãèè, êîòîðàß ñïîñîáíà ê ñíßòèþ ñ ýëåêòðîäîâ S1 è S2.
Îñòàíîâèìñß íà íàõîæäåíèè ÊÝÌÑ äëß ýëåêòðîäîâ S1 è S2 ñîãëàñíî
ïîäõîäó â). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû â ðàìêàõ ïåðâûõ äâóõ ïîäõîäîâ
à), á) áóäóò ñëåäîâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Èòàê, ñîãëàñíî ýíåðãåòè-
÷åñêîé òåîðèè ÊÝÌÑ [27] è ïðåäïîëîæåíèßì ïîäõîäà â) íàõîæäåíèå
ÊÝÌÑ ìíîãîýëåêòðîäíîãî òåëà äëß ïàðû ýëåêòðîäîâ S1 è S2 ñâßçàíî ñ
ðåøåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ (4.8), (4.9) è (4.8),




= ϕk, k = 3, 4, ...,M ;∫
Sk
niDidS = −Qk, k =M + 1,M + 2, ..., N, (4.62)
ãäå ϕk è Qk  ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû è çàðßäû, çàäàííûå íà ýòèõ
ýëåêòðîäàõ â îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïîñëå ðåøåíèß óêà-
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çàííûõ çàäà÷ è íàõîæäåíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕp è ϕk â îáú¼ìå òåëà íàõîäßòñß âíóòðåííèå ýíåð-
ãèè (4.12) è (4.13). ÊÝÌÑ âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå (4.14).
Ïðîâåäß òå æå ðàññóæäåíèß, ÷òî è â  2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðå-
øåíèß äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷ (4.8), (4.9), (4.62) è (4.8), (4.10), (4.62) íå
ßâëßþòñß îáßçàòåëüíûìè. Äëß ýòîãî èõ ðåøåíèß ïðåäñòàâëßþòñß â âèäå
ϕ k = ϕ− ϕ ◦, ϕ p = ϕ− ϕ ∗, (4.63)
ãäå ϕ  ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â îáú¼ìå òåëà, íàé-
äåííîå â îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè, à ϕ◦ è ϕ∗  ðåøåíèß çàäà÷



























,jdS = 0, k =M + 1,M + 2, ..., N.
(4.65)
Êàê è ðàíüøå, ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå â çàäà÷å (4.16) è çàðßä â
çàäà÷å (4.20) ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè. Îòíî-
ñèòåëüíî çàðßäà â (4.20) îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ðàâåíñòâî
Q2 = −Q1 (4.66)
â ñëó÷àå äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà âûïîëíßåòñß àâòîìàòè÷åñêè. Òðåáîâà-
íèå î åãî âûïîëíåíèè äëß N -ýëåêòðîäíîãî òåëà ( N ≥ 3) ïðîäèêòîâà-
íî êîððåêòíîñòüþ îïðåäåëåíèß ÊÝÌÑ äëß ïàðû ýëåêòðîäîâ S1 è S2.
Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ìû ãîâîðèì î ÊÝÌÑ ïàðû ýëåêòðîäîâ (èëè ëþ-
áîãî äðóãîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ), ìû âñåãäà ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî èõ
çàìûêàíèå ïðîèñõîäèò âíåøíåé ýëåêòðè÷åñêîé öåïüþ, íå ñâßçàííîé ñ
äðóãèìè ýëåêòðîäàìè òåëà. Óñëîâèå Q2 = −Q1 îòðàæàåò íåïðåðûâ-
íîñòü òîêà â ýòîé öåïè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèß
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îçíà÷àåò, ÷òî ñúåì (èëè ïîäâîä) ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ÷åðåç ýëåêòðî-
äû S1 è S2 îñóùåñòâëßåòñß â óñëîâèßõ ðàâåíñòâà íóëþ ñóììàðíîãî ïî
âñåì îñòàëüíûì ýëåêòðîäàì ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà âíå çàâèñèìîñòè îò
ñïîñîáà èõ ïîäêëþ÷åíèß. Â ñëó÷àå êîðîòêîçàìêíóòûõ ýëåêòðîäîâ S1 è
S2, ÷òî èìååò ìåñòî â ïîñòàíîâêå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (4.8), (4.10),
(4.62), ðàâåíñòâî
Qk2 = −Qk1 , Qk1,2 = −
∫
S1,2
ni(eimnεmn − µεijϕ k,j)dS (4.67)
îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðèâíåñåííûõ ñòîðîííèõ çàðßäîâ.
Âåðí¼ìñß ê çàäà÷àì (4.16), (4.64) è (4.20), (4.65). Ñîãëàñíî óñëîâèßì
(4.66), (4.67) è ïðåäñòàâëåíèßì (4.63) èìååì
Q ◦2 = −Q ◦1 , Q ∗2 = −Q ∗1 = −Q1 = Q2. (4.68)
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþò ðàâåíñòâà
M∑
k=3
Q ◦k = 0,
M∑
k=3
Q ∗k = 0. (4.69)
Ïîäñòàâëßß (4.63) â (4.12), (4.13), ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷àåì





Q ◦kϕ k, (4.70)







Ñïîñîáíàß ê îáðàùåíèþ ýíåðãèß ðàâíà
Up − Uk = 1
2
(Q1∆ϕ ∗ − 2Q1∆ϕ+Q ◦1∆ϕ)−
M∑
k=3
(Q ∗k −Q ◦k )ϕk, (4.72)
ïðè÷¼ì Q ∗n − Q ◦n = Qkn − Qpn, n = 3, 4, ...,M . Çàìåòèì, ÷òî âêëàä âî
âíóòðåííèå ýíåðãèè Up è Uk ýëåêòðè÷åñêèõ çàðßäîâ íà ýëåêòðîäàõ,
ïîäêëþ÷åííûõ ê ãåíåðàòîðàì òîêà, íåßâíî ñîäåðæèòñß â âåëè÷èíå U è
ïðè ñíßòèè ýíåðãèè íå èçìåíßåòñß. Ýòèì îáúßñíßåòñß îòñóòñòâèå ñóìì
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ïî óêàçàííûì ýëåêòðîäàì â (4.70)  (4.72), ãäå, êàê è ðàíüøå, U 
âíóòðåííßß ýíåðãèß â îáú¼ìå òåëà, ∆ϕ  ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå íà
ýëåêòðîäàõ S1 è S2, Q1  çàðßä ýëåêòðîäà S1(Q2 = −Q1), ñîîòâåòñòâó-
þùèå îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè. Äëß íàõîæäåíèß ýëåêòðè÷å-
ñêîãî íàïðßæåíèß ∆ϕ∗ = ϕ∗1 − ϕ∗2, çàðßäà Q ◦1 = −Q ◦2 è çàðßäîâ Q ◦k
è Q ∗k , k = 3, 4, ...,M íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çàäà÷è îáû÷íîé ýëåê-
òðîñòàòèêè (4.16), (4.64) è (4.20), (4.65), åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà ñòàòè÷å-
ñêèõ åìêîñòåé ‖Cmn‖ äàííîãî N -ýëåêòðîäíîãî òåëà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé
ìàòðèöû ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû è çàðßäû íà ýëåêòðîäàõ ïðè






n , m = 1, 2, ..., N. (4.73)




Cmn = 0, m = 1, 2, ..., N. (4.74)




Q ◦m = 0 ∀ϕ ◦n , n = 1, 2, ..., N. (4.75)
Â ñëó÷àå äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà (N = 2) ñèììåòðè÷íàß è âûðîæ-
äåííàß ìàòðèöà ñîäåðæèò îäèí íåçàâèñèìûé ýëåìåíò Cε, íàçâàííûé â
2 ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòüþ ïüåçîýëåìåíòà. Êîìïîíåíòû ìàòðèöû ‖Cmn‖
îòûñêèâàþòñß èç çàäà÷è ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèß ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî òåëà ïðè íóëåâûõ äåôîðìàöèßõ è ñ÷èòàþòñß èçâåñòíûìè.
Çàïèñûâàß ñîîòíîøåíèß (4.73) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è (4.16),
(4.64) è èñêëþ÷àß èç íèõ âñå ïîòåíöèàëû, êðîìå ϕ◦1, ϕ◦2, ïîëó÷àåì âû-





2, k = 1, 2, ...,M. (4.76)
Âåëè÷èíû Cˆk1, Cˆk2 â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ëåãêî íàõîäßòñß
ïî êîìïîíåíòàì ìàòðèöû åìêîñòåé ‖Cmn‖, â ÷àñòíîñòè, êîãäà M = N ,
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ò.å. êîãäà âñå ýëåêòðîäû Sk, k = 3, 4, ..., N â îñíîâíîé çàäà÷å ýëåêòðî-
óïðóãîñòè ïîäêëþ÷åíû ê ãåíåðàòîðàì íàïðßæåíèß, Cˆk1 = Ck1, Cˆk2 =






Cˆk2 = 0. (4.77)
Íà ýëåêòðîäàõ S1 è S2 èç (4.76), â ÷àñòíîñòè, èìååì











Åñëè âñå ýëåêòðîäû, êðîìå S1 è S2, èìåþò íóëåâûå çàðßäû (ßâëßþòñß
ïàññèâíûìè), ìàòðèöà
∥∥∥Cˆij∥∥∥ (i, j = 1, 2) â (4.78) áóäåò ñèììåòðè÷íîé
è âûðîæäåííîé 2× 2-ìàòðèöåé. Â îáùåì æå ñëó÷àå Cˆ11Cˆ22 − Cˆ212 6= 0.
Èç (4.78) ñ ó÷åòîì óñëîâèß (4.68) ïîëó÷àåì
Q ◦1 = Cε(ϕ
◦








Cˆ11 + 2Cˆ12 + Cˆ22
)
(4.80)
 ïðèâåäåííàß ¼ìêîñòü îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîäîâ S1 è S2. Äëß çàðßäîâ
íà îñòàëüíûõ ýëåêòðîäàõ èìååì
Q ◦k = ξkQ
◦
1 = Cε∆ϕ
















ξk = 0. Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèß ìîãóò áûòü çàïèñàíû
äëß âåëè÷èí ñî çâåçäî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷å (4.20), (4.65):
Q ∗1 = Cε∆ϕ
∗, Q ∗k = ξkQ
∗
1 , k = 3, 4, ...,M. (4.82)
Ó÷èòûâàß, ÷òî Q ∗1 = Q1, ∆ϕ◦ = ∆ϕ, ãäå Q1 è ∆ϕ  çàðßä è íàïðß-
æåíèå èç îñíîâíîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè, áóäåì èìåòü
Q◦1 = Cε∆ϕ, ∆ϕ
∗ = Q1/Cε, Q◦k = Cε∆ϕξk,
Q∗k = Q1ξk, k = 3, 4, ...,M.
(4.83)
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Ïîäñòàâëßß (4.83) â âûðàæåíèß äëß ýíåðãèé (4.70)  (4.72) è èñïîëüçóß





(Q1 − Cε∆ϕ) (Q1 − Cε [∆ϕ+ ϕ¯])C−1ε






Íàïîìíèì, ÷òî ϕk  ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû íà ýëåêòðîäàõ, ïîä-
êëþ÷åííûõ ê ãåíåðàòîðàì íàïðßæåíèß.
Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà ÊÝÌÑ äëß
ïàðû ýëåêòðîäîâ N -ýëåêòðîäíîãî òåëà (N ≥ 3) ìîæåò áûòü íàéäåí
ñðàçó æå ïî ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè. Äëß ýòîãî
äîñòàòî÷íî çíàòü ïðèâåäåííóþ ñòàòè÷åñêóþ ¼ìêîñòü òåëà îòíîñèòåëüíî
óêàçàííîé ïàðû ýëåêòðîäîâ Cε (4.80) è íàáîð áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ξk
èç (4.81), ïðåäñòàâëßþùèõ ñîáîé îïðåäåë¼ííóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû åìêîñòåé. Íåîáõîäèìîå äëß ýòîãî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû ‖Cmn‖ îïðåäåëßåòñß ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè (4.64). Âñ¼ ñêàçàííîå â
 2 îòíîñèòåëüíî ïðåèìóùåñòâ èñïîëüçîâàíèß ôîðìóë (4.25) ïî ñðàâíå-
íèþ ñ íåïîñðåäñòâåííîé ìåòîäèêîé ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà îñòà¼òñß â
ñèëå è ïî îòíîøåíèþ ôîðìóë (4.84). Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîé
ýíåðãèè ìåæäó òåëîì è ãåíåðàòîðàìè ïðè çàìûêàíèè ýëåêòðîäîâ S1 è
S2, äëß êîòîðûõ îïðåäåëßåòñß ÊÝÌÑ, ó÷èòûâàåòñß â ôîðìóëàõ (4.84)
ïàðàìåòðîì ϕ¯ (4.85) è ïðîèñõîäèò òîëüêî ÷åðåç òå ýëåêòðîäû, êîòîðûå
ïîäêëþ÷åíû ê ãåíåðàòîðàì íàïðßæåíèß. Â ñëó÷àå ÷åòûðåõýëåêòðîäíî-
ãî òåëà, íàïðèìåð, ïüåçîòðàíñôîðìàòîðà ϕ¯ = 2ξ∆ϕ¯, ãäå ξ = ξ3 = −ξ4,
à ∆ϕ¯  ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå íà ýëåêòðîäàõ S3 è S4.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïóñòü ýëåêòðîäîâ, ïîäêëþ-
÷åííûõ ê ãåíåðàòîðàì íàïðßæåíèß, íåò. Òîãäà â ôîðìóëàõ (4.84) ïàðà-
ìåòð ϕ¯ (4.85) íåîáõîäèìî îòáðîñèòü. Â ñîîòíîøåíèßõ (4.78) ìàòðèöà∥∥∥Cˆij∥∥∥ (i, j = 1, 2) äëß äàííîãî ñëó÷àß ñîäåðæèò îäèí íåçàâèñèìûé ýëå-
ìåíò Cˆ11 è Q◦1 = Cˆ11∆ϕ◦. Ôîðìóëû äëß ÊÝÌÑ (4.84) ïðèíèìàþò
òàêîé æå âèä, êàê è â ñëó÷àå äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà, íî ñ ïðèâåäåííîé
ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòüþ Cε = Cˆ11. Ïîäêëþ÷åíû ëè ýëåêòðîäû â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå ê ãåíåðàòîðàì òîêà èëè ßâëßþòñß ïàññèâíûìè, íåñó-
ùåñòâåííî, ïîñêîëüêó íà âèä ôîðìóë äëß ÊÝÌÑ ýòî íèêàêèì îáðàçîì
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íå ñêàçûâàåòñß. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ê ñîîòíîøåíèßì (4.25) ñâîäèòñß
ìåòîäèêà íàõîæäåíèß ÊÝÌÑ â ðàìêàõ îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà à).
Ïóñòü ýëåêòðîäû Sk, k = 3, 4, ...,M çàêîðà÷èâàþòñß, ò.å. ϕk = ϕ◦ =









è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèßì (4.25). Ïðèâåäåííàß
¼ìêîñòü Cε âû÷èñëßåòñß â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (4.80). Êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé, ê (4.25) ñâîäèòñß ìåòîäèêà íàõîæäåíèß ÊÝÌÑ ñîãëàñíî ïîä-
õîäà á), êîãäà íà ýëåêòðîäàõ, çàïèòàííûõ îò ãåíåðàòîðîâ íàïðßæåíèß,
ñîõðàíßåòñß íóëåâîé ïîòåíöèàë, à íà ýëåêòðîäàõ, çàïèòàííûõ îò ãåíå-
ðàòîðîâ òîêà èëè ïàññèâíûõ ýëåêòðîäàõ  íóëåâîé çàðßä [38]. Ïðè ýòèõ
îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèßõ ÊÝÌÑ äëß ïàðû ýëåêòðîäîâ S1 è S2,
êàê è â ñëó÷àå äâóõýëåêòðîäíîãî òåëà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàç-
ëîæåíèé ïî ÊÝÌÑ îòäåëüíûõ íîðìàëüíûõ ìîä, èìåþùèõ âèä (4.57) è
(4.58) [38]. Äëß ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è
ýëåêòðîóïðóãîñòè â âèäå (4.45) è íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èç çàäà÷è
(4.46) ïðè ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèßõ
Ψ(m)|Sk
= 0, k = 3, 4, ...,M ; Q(m)|Sk
= 0, k =M + 1,M + 2, ..., N. (4.86)
Íà ýëåêòðîäàõ S1 è S2 ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðßþò îäíîìó
èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4.46), ñîîòâåòñòâóþùåìó ëèáî êîðîòêîçàìêíó-
òûì ýëåêòðîäàì S1 è S2 ëèáî ðàçîìêíóòûì. Âûðàæåíèß äëß ìîäîâûõ
ÊÝÌÑ (4.43) è (4.44) ñîõðàíßþò ñâîé âèä ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî
Cε îçíà÷àåò ïðèâåäåííóþ ¼ìêîñòü, îïðåäåëßåìóþ ñîãëàñíî (4.80). Ïðè
óêàçàííûõ âûøå îäíîðîäíûõ óñëîâèßõ íà ýëåêòðîäàõ Sk, k = 3, 4, ..., N
îñòàþòñß â ñèëå ñîîòíîøåíèß (4.49)  (4.54). Ïîýòîìó ôîðìóëû (4.57) è
(4.58) íå èçìåíßþòñß. Èìåþò ìåñòî îöåíêè (4.59) è ßâíûå âûðàæåíèß
äëß ðåàëèçóþùèõ ìàêñèìàëüíûé ÊÝÌÑ ïåðåìåùåíèé (4.61). Âûøå îò-
ìå÷àëîñü, ÷òî ôîðìóëà (4.14) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñß ïðè ëþáîì êîëè-
÷åñòâå ýëåêòðîäîâ, ïðåäïîëàãàåìûõ îäíîâðåìåííî ðàçîìêíóòûìè èëè
êîðîòêîçàìêíóòûìè íà äàííîé äåôîðìàöèè, åñëè ýëåêòðè÷åñêèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèß íà îñòàëüíûõ ýëåêòðîäàõ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
ñôîðìóëèðîâàíû. Ïðèíèìàß ýòè óñëîâèß òàêèìè æå êàê è â îñíîâíîé
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çàäà÷å ýëåêòðîóïðóãîñòè è ïðåäñòàâëßß ðåøåíèß íåîáõîäèìûõ äëß ïðè-
ìåíåíèß ôîðìóëû (4.14) âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè â âèäå
(4.63), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÊÝÌÑ äëß ëþáîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ
òàêæå îïðåäåëßåòñß ýëåêòðîóïðóãèì ñîñòîßíèåì, íàéäåííûì èç ðåøå-
íèß îñíîâíîé çàäà÷è, è ìàòðèöåé ñòàòè÷åñêèõ åìêîñòåé.
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Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (4.25) èëè (4.84) çíà÷èòåëüíî óïðîùà-
åò íàõîæäåíèå ÊÝÌÑ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãî-
ñòè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèßõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
òåë. Âìåñòå ñ òåì â ðàìêàõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî,
âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîãî, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) âåëè÷èíó ÊÝÌÑ ìîæ-
íî îïðåäåëßòü ïî ìåòîäèêå [181], îñíîâàííîé íà ñíèæåíèè ÷èñëà íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå ðàçðåøàþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, ÷òî, îäíàêî, òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ìàòðèöå ýòîé
ñèñòåìû. Óìåíüøåíèå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âîçìîæíî áëàãî-
äàðß óñëîâèþ ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé.
Êàê îòìå÷àåòñß â ðàáîòå [110], óêàçàííàß ìåòîäèêà íàõîæäåíèß ÊÝÌÑ
íàõîäèòñß â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ïîäõîäîì [27, 166].
Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå ðåøåíèß çàäà÷è î âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèßõ äâóõýëåêòðîäíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).
Ñëåäóß ðàáîòå [181], âûïèøåì íåîáõîäèìûå êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñî-













, [e] è [µε]  ñîîòâåòñòâåííî óïðóãàß, ïüåçîýëåêòðè÷åñêàß è äè-
ýëåêòðè÷åñêàß ìàòðèöû; èíäåêñ t îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû.
Ìàòðèöà-ñòîëáåö äåôîðìàöèé |εˆ > âûðàæàåòñß ÷åðåç ìàòðèöó-ñòîëáåö
ïåðåìåùåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì
|εˆ >= [Lu] |uˆ >,
ãäå [Lu]  èçâåñòíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ïðåäñòàâëßåòñß êàê ãðàäèåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
|Eˆ >= −gradϕˆ.
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Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêîé ïåðåìåùåíèß
è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëßþòñß â âèäå
|uˆ >= [Nu] |uˆi >, ϕˆ = [Nϕ] |ϕˆi >, (4.88)
ãäå |uˆi> è |ϕˆi>  ìàòðèöû-ñòîëáöû óçëîâûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí;
[Nu] è [Nϕ]  èíòåðïîëßöèîííûå ìàòðèöû. Ñ ó÷åòîì (4.88) äåôîðìà-
öèè è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðèíèìàþò ñëåäóþùóþ ôîðìó
|εˆ >= [Bu] |uˆi >, |Eˆ >= − [Bϕ] |ϕˆi >, (4.89)
ïðè÷¼ì
[Bu] = [Lu] [Nu] , [Bϕ] = grad [Nϕ] . (4.90)
Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà êîíå÷íîýëåìåíòíàß ôîð-
ìóëèðîâêà çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè ñâîäèòñß ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû
[Kuu]− ω2[Muu]
... [Kuϕ]
. . . . . . . . . . . . . . .




 |uˆi >. . . . . .
|ϕˆi >
 =
 |tˆi >. . . . . .
|Qˆi >
 , (4.91)
ãäå [Kuu], [Kuϕ], [Kϕϕ] è [Muu]  ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû æåñòêîñòè,
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé æåñòêîñòè, äèýëåêòðè÷åñêîé æåñòêîñòè è ìàñ-
ñû; |tˆi> è |Qˆi>  ìàòðèöû-ñòîëáöû ñîîòâåòñòâåííî óçëîâûõ óñèëèé



























ñèò óñëîâíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà íà
ýëåêòðîäå çàðàíåå íåèçâåñòíà.
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Ñ ó÷åòîì ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè ýëåêòðîäèðîâàííîé ÷àñòè ïîâåðõíî-
ñòè è ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëß ïåðåìåùåíèé (íàïðèìåð, íåêî-
òîðàß ÷àñòü ãðàíèöû òåëà æåñòêî çàùåìëåíà) êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ





. . . . . . . . . . . . . . .
... . . . . . .
... . . . . . .
< K ′uϕ|
... K ′′ϕϕ
... < K ′ϕϕ|
. . . . . . . . . . . . . . .
... . . . . . .
... . . . . . .
[K¯uϕ]






. . . . . .
∆ϕˆ





. . . . . .
|Qˆ1>




ãäå ∆ϕˆ = ϕˆ1 − ϕˆ2  ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ, Qˆ1  çàðßä
ýëåêòðîäà, à |ϕˆi >  ïîòåíöèàëû â óçëàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýëåêòðî-
äàì, äëß êîòîðûõ èç (4.93) ìîæíî çàïèñàòü
|ϕˆi >= −[K¯ϕϕ]−1
(
[K¯uϕ]t|uˆi > +|K ′ϕϕ > ∆ϕˆ
)
, (4.94)
ãäå −1 îçíà÷àåò îáðàùåíèå ìàòðèöû. Ñ ó÷åòîì (4.94) íåèçâåñòíûå |ϕˆi >




. . . . . . . . . . . . . . .




 |uˆi>. . . . . .
∆ϕˆ
 =




[Huu] = [K¯uu]− [K¯uϕ][K¯ϕϕ]−1[K¯uϕ]t,
|Huϕ >= |K ′uϕ > −[K¯uϕ][K¯ϕϕ]−1|K ′ϕϕ >,
Hϕϕ = −K ′′ϕϕ+ < K ′ϕϕ|[K¯ϕϕ]−1|K ′ϕϕ > .
(4.96)
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.95) ñâßçûâàåò óçëîâûå ïåðåìåùåíèß |uˆi >,
ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ ∆ϕˆ è ýëåêòðè÷åñêèé çàðßä ýëåê-
òðîäà Qˆ1. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ëåíòî÷íàß ñòðóêòóðà ìàòðèöû
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ñèñòåìû (4.91) â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøàåòñß
è ìàòðèöà ñèñòåìû (4.95) ñòàíîâèòñß ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Èç ïðî-
âåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé è îêîí÷àòåëüíîãî âèäà ðàçðåøàþùåé ñè-
ñòåìû (4.95) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîßííîé Hϕϕ,
ïðåäñòàâëßþùåé ¼ìêîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà íà íóëåâûõ äåôîð-
ìàöèßõ (ïåðåìåùåíèßõ), òàê ÷òî
Hϕϕ = Cε. (4.97)
Îáðàòèìñß ê âûðàæåíèþ äëß âíóòðåííåé ýíåðãèè (4.29) è ïðèâåä¼ì




ijklεˆij εˆkldV =< uˆi|[Kuu]|uˆi >=< uˆi|[K¯uu]|uˆi >,∫
V
µεijϕˆ,iϕˆ,jdV = − < ϕˆi|[Kϕϕ]|ϕˆi >=




... < K ′ϕϕ|








Èñïîëüçóß (4.94), îáîçíà÷åíèß (4.96) è âûïîëíèâ íåîáõîäèìûå ìàò-










B =< uˆi|([Huu]− [K¯uu])|uˆi >, (4.100)
à äëß äëß âíóòðåííåé ýíåðãèè çàïèñàòü
2Uò =< uˆi|[Huu]|uˆi > + Cε(∆ϕˆ)2. (4.101)
Èç (4.95) äëß çàðßäà íà ýëåêòðîäå ïîëó÷àåì
Qˆ1 = Cε∆ϕˆ− < uˆi||Huϕ > . (4.102)
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(< uˆi||Huϕ > )2C−1ε
< uˆi|[Huu]|uˆi > , (4.103)
ïîçâîëßþùèì íàéòè ÊÝÌÑ ïî èçâåñòíûì ïåðåìåùåíèßì â óçëàõ êîíå÷-
íîýëåìåíòíîé ðàçáèâêè. Â ñîîòíîøåíèßõ (4.103) â ßâíîì âèäå îòðàæà-
åòñß îñíîâíàß èäåß ýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè ÊÝÌÑ [27, 166], ñîñòîßùàß
â òîì, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà ýôôåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì òåëîì ñ çàäàííûì ðàñïîëîæåíèåì ýëåêòðîäîâ ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëßåòñß ïîëåì äåôîðìàöèé (ïåðåìåùåíèé) â îáú¼ìå òå-
ëà. Î÷åíü ïðîñòî ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèß (4.103) è íà îñíîâàíèè
ôîðìóëû (4.14). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ðàçîìêíóòûõ ýëåêòðîäàõ (Qˆ1 = 0)
âíóòðåííßß ýíåðãèß, ñîãëàñíî (4.101) è (4.102), ïðèíèìàåò âèä
2Upò =< uˆi|[Huu]|uˆi > +




2Ukò =< uˆi|[Huu]|uˆi > . (4.105)
Ïîäñòàâëßß (4.104) è (4.105) â ôîðìóëó (4.14), ïîëó÷àåì
k2ý =
(< uˆi||Huϕ > )2C−1ε
< uˆi|[Huu]|uˆi > +(< uˆi||Huϕ > )2C−1ε
. (4.106)
Ôîðìóëà (4.106) ðàâíîñèëüíà ñîîòíîøåíèßì (4.103)
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òå-
ëà, ïîëîæèâ â (4.95) |tˆi >= |0 >. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è óçëîâûå
çíà÷åíèß ñîáñòâåííûõ ïåðåìåùåíèé ïðè çàêîðî÷åííûõ (∆ϕˆ = 0) è ðàçî-
ìêíóòûõ (Qˆ1 = 0) ýëåêòðîäàõ íàõîäßòñß, ñîãëàñíî (4.95), èç ðåøåíèß
ìàòðè÷íûõ çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî [181](
[Huu]− ω2r [M¯uu]
) |uˆ(r)i >= |0 > (4.107)
è (
[H ′uu]− ω2a[M¯uu]
) |uˆ(a)i >= |0 >, (4.108)
ãäå
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Èç (4.107) ìîæíî çàïèñàòü
< uˆ
(r)
i |[Huu]|uˆ(r)i >= ω2r < uˆ(r)i |[M¯uu]|uˆ(r)i >, (4.110)















Àíàëîãè÷íî, çàïèñàâ íà îñíîâàíèè (4.108) è (4.109) ðàâåíñòâî
< uˆ
(a)
i |[Huu]|uˆ(a)i > +(< uˆ(a)i ||Huϕ > )2C−1ε =













Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (4.110), (4.112) è ôîðìóëû äëß ÊÝÌÑ (4.111),
(4.113) ßâëßþòñß êîíå÷íîýëåìåíòíûìè àíàëîãàìè ðàâåíñòâ (4.37) è ôîð-
ìóë (4.38), (4.39), åñëè ó÷åñòü âûðàæåíèß äëß âíóòðåííèõ ýíåðãèé (4.104),
(4.105) è ñîîòíîøåíèå (4.102), ñîãëàñíî êîòîðîìó < uˆ(r)i ||Huϕ >= −Qˆ1
è < uˆ(a)i ||Huϕ >= Cε∆ϕˆ.
Îòìåòèì îäíó âîçìîæíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñîîòíîøåíèé (4.103). Ñëå-










< uˆi||Huϕ > ∆ϕˆ
(4.114)
ñîîòâåòñòâåííî óïðóãîé, äèýëåêòðè÷åñêîé è ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ýíåð-






Ec · Eµ , (4.115)
ò.å. âåëè÷èíó k2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòíîøåíèå êâàäðàòà ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ê ïðîèçâåäåíèþ óïðóãîé è äèýëåêòðè÷åñêîé
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ýíåðãèé. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèß (4.115) íå ñëåäóåò îòîæ-
äåñòâëßòü ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå ñîîòíîøåíèßìè ïîäîáíîãî ðîäà,
êîòîðûå â ñâî¼ âðåìß ïðåäëàãàëèñü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèß ÊÝÌÑ [11,
192], îäíàêî äëß îáùåãî ñëó÷àß íåîäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî òåëà îêàçàëèñü íåïðèãîäíûìè [27]. Èìåþòñß â âèäó ñîîòíî-
øåíèß òèïà (4.115), â êîòîðûõ ïîä óïðóãîé, äèýëåêòðè÷åñêîé è ïüåçî-

























< uˆi|[Kuu]|uˆi >, Ýµ = −12 < ϕˆi|[Kϕϕ]|ϕˆi >,
Ýe = −12 < uˆi|[Kuϕ]|ϕˆi > .
(4.117)
Äëß ïîñëåäíåé âåëè÷èíû (4.116) (èëè ((4.117)) ïîäîáíî ñîîòíîøåíè-




ekijEˆkεˆijdV = − < uˆi||Huϕ > ∆ϕˆ−B. (4.118)
Èç (4.114) è (4.117) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû Ec, Eµ, Ee çàïèñûâàþòñß
ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.95), â òî âðåìß
êàê âåëè÷èíû Ýc, Ýµ, Ýe  ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå
(4.91) è â ýòîì èõ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî
òåðìèí ýíåðãèß äëß âåëè÷èí Ee è Ýe ßâëßåòñß íå ñîâñåì êîððåêòíûì,
ïîñêîëüêó îíè ìîãóò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèß .
 6. Ê îöåíêå íàêîïëåíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè
êîëåáàíèßõ íåóïðóãèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë
Âñå ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ñîîòíîøåíèß çàïèñà-
íû â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèß ïîòåðü â ïüåçîìàòåðèàëå. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè ïüåçîìàòåðèàëàì (â òîì ÷èñëå è ïüåçîêåðàìèêå) ñâîéñòâåííû
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ìåõàíè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå ïîòåðè, êîòîðûå ïðèâîäßò ïðè ãàðìî-
íè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íàãðóæåíèß ê ðàññåèâàíèþ ÷àñòè ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè è çàòóõàíèþ êîëåáàíèé. Êàê ïðàâèëî, ïðèíßòî ñ÷èòàòü,
÷òî âñß ðàññåèâàåìàß ýíåðãèß ïðåâðàùàåòñß â òåïëî, õîòß â òåðìîìåõà-
íèêå, íàïðèìåð, èçâåñòíû ðåçóëüòàòû, ñîãëàñíî êîòîðûì â òåïëî ïðå-
âðàùàåòñß òîëüêî ÷àñòü ðàññåèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè [77, 159].
Äðóãàß å¼ ÷àñòü, ïî ìíåíèþ àâòîðà ðàáîò [224, 225], èä¼ò íà èçìåíåíèå
ìîëåêóëßðíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Êàêèå-ëèáî ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî
ðîäà äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ íàì íåèçâåñòíû.
Ó÷¼ò ïîòåðü âàæåí ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû
ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé è ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íà îñíîâàíèè êîìïëåêñíî-
àìïëèòóäíûõ ñîîòíîøåíèé ïðåäûäóùåé ãëàâû, íàïðèìåð ñîîòíîøåíèé
(3.86) èëè (3.97). Â ýòèõ ñîîòíîøåíèßõ êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå èìå-
þò íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå, íî è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû. Ñ êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì â àìïëèòóäíûõ óðàâ-
íåíèßõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ïðèíßòî ñâßçû-
âàòü òàê íàçûâàåìûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïîòåðè, êîòîðûå òðàêòóþò-
ñß â ëèòåðàòóðå êàê ïîòåðè íà íåñîâåðøåíñòâî ïðåîáðàçîâàíèß ýíåðãèè
[194]. Õîòß ìåõàíèçì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü äî íàñòîßùåãî âðåìå-
íè åù¼ íå âûßñíåí è íå ïîääàåòñß òàêîé ïðîñòîé èíòåðïðåòàöèè, êàê äëß
ïîòåðü ìåõàíè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ, ðàñïðîñòðàíåíèå êîíöåïöèè î
òàíãåíñå óãëà ïîòåðü íà ïüåçîìîäóëü óæå äàâíî ïîëó÷èëî ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå [193]. Áëàãîäàðß ââåäåíèþ êîìïëåêñíîãî ïüåçî-
ìîäóëß óäàåòñß ëó÷øå ñîãëàñîâûâàòü ðàñ÷åòíûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå. Ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñèòñß ê àíàëèçó ïîëíîé ïðîâîäèìî-
ñòè è äèññèïàöèè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé ïüåçîýëå-
ìåíòîâ [46]. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèß êîìïëåêñíûõ ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè àíàëèçå êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë
ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó î íàñëåäñòâåííîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ìåõàíè-
÷åñêèìè è ýëåêòðè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Ñî ñâîåé ñòîðîíû, ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå èçó÷åíèå ßäåð, îòâå÷àþùèõ â íàñëåäñòâåííûõ ôóíêöèîíàëàõ çà
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêóþ ñâßçü, ìîãëî áû, ïî-âèäèìîìó, âíåñòè íåêîòîðóþ
ßñíîñòü â ïîíèìàíèå ñóùíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü.
Îñíîâíûìè èíòåãðàëüíûìè (ýíåðãåòè÷åñêèìè) õàðàêòåðèñòèêàìè êî-
ëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ßâëßþòñß äèññèïàöèß è íàêîïëåíèå
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Ìîùíîñòü äèññèïàöèè â ñðåäíåì çà ïå-
ðèîä ïîëíîñòüþ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàíà è îïèñûâàåòñß
ñîîòíîøåíèåì (1.184) èëè (1.188). Òðóäíîñòè âîçíèêàþò ñ âûáîðîì ìå-
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ðû íàêîïëåíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Èñïîëüçóåìàß â ãë. 2
ôóíêöèß íàêîïëåíèß U¯ ââåäåíà íàìè ôîðìàëüíî è å¼ òî÷íûé ñìûñë
îñòàëñß íåßñíûì. Âîïðîñû, ñâßçàííûå ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ âûáîðà ìå-
ðû íàêîïëåíèß ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè è å¼ çàâèñèìîñòè îò âèäà ÍÄÑ
ïðè êîëåáàíèßõ âßçêîóïðóãèõ òåë áåç ïüåçîýôôåêòà, ðàññìàòðèâàþòñß
â ñòàòüå [150]. Îáîáùåíèå å¼ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé êîëåáàíèé ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèõ òåë äàíî â ðàáîòå [116].
Ñëåäóß ðàáîòå [116], ðàññìîòðèì ìîíîôàçíûå äåôîðìàöèþ è èíäóê-
öèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî
òåëà ñ òåìïåðàòóðîé Θ( t ) = Θ0 = const:
εij(t) = ε ◦ijcos (ωt+ ϕ
ε) = ε ′ijcosωt− ε ′′ijsinωt,







Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàêöèè ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé è íàïðßæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß ïðèìåì â âèäå




















































(ïî èíäåêñàì i, j íå ñóììèðîâàòü).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕε = ϕ
D
= ϕ è ââåä¼ì çàìåíó ωt + ϕ = ωz − pi/2.
Òîãäà ñîîòíîøåíèß (4.119), (4.120) ïåðåïèøóòñß â âèäå























































Äëß ðàññìîòðåíèß âîïðîñîâ äèññèïàöèè è íàêîïëåíèß ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè îáðàòèìñß êî âòîðîìó çàêîíó òåðìîäèíàìèêè â ôîðìå
îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Ïëàíêà (1.141), êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå
Φ˙ = σij ε˙ij + EjD˙j −D′ýì, D′ýì ≥ 0. (4.123)
Â ëèíåéíîé òåîðèè ñêîðîñòü äèññèïàöèè D′ýì ßâëßåòñß êâàäðàòè÷-
íûì ôóíêöèîíàëîì èñòîðèé äåôîðìàöèé è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî








Èíòåãðèðóß ðàâåíñòâî (4.123) îò 0 äî z ñ ó÷åòîì (4.121), (4.124) è














Φ(z)− Φ(0) = Φ¯ + Φccos2ωz +Φssin2ωz,
(4.125)
ãäå































Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (4.125) è ïåðâîãî ðàâåíñòâà (4.126) ìîæíî çàïè-
ñàòü
Φ (pi/2ω)− Φ(0) = ∆Φ ò/4 = 2Φ¯, (4.127)
ò.å. ýëåêòðîìåõàíè÷åñêàß ýíåðãèß, íàêàïëèâàåìàß çà ÷åòâåðòü ïåðèîäà â
ïðîöåññå èçìåíåíèß âåëè÷èí εij(z) èDi(z) èç íóëåâîãî ñîñòîßíèß, ðàâíà
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óäâîåííîé ñðåäíåé íàêàïëèâàåìîé ýíåðãèè. Èíòåðåñíî âûßñíèòü, êàê
ýòà âåëè÷èíà ñîîòíîñèòñß ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì íàêàïëèâàåìîé çà
ïåðèîä ýíåðãèè. Ñîãëàñíî (4.125) è (4.126), ìàêñèìóì ôóíêöèè Φ(z)−
Φ(0), ðàâíûé Φ¯ + (Φ2c +Φ2s )1/2, äîñòèãàåòñß â ìîìåíò âðåìåíè



























Ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñß â ìîìåíò z = pi/2ω è ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé
2Φ¯ ïðè óñëîâèè H = 0 èëè D′c = (ω/2)(σˆ′ijε◦ij + Eˆ′jD◦j ) = D¯′ýì.











































































, D′s = 0,










, Φs = 0.
(4.130)
Ñëåäîâàòåëüíî, äëß ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìàêñèìóì íàêàïëèâà-
åìîé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè ïðîñòîì (ìîíîôàçíîì) ãàðìî-
íè÷åñêîì èçìåíåíèè âåëè÷èí εij(z), Dj(z) èç íóëåâîãî ñîñòîßíèß äîñòè-
ãàåòñß â òî÷íîñòè ÷åðåç ÷åòâåðòü ïåðèîäà, ïðè÷¼ì ýòîò ìàêñèìóì ðàâåí
óäâîåííîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ íàêàïëèâàåìîé ýíåðãèè.
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Â îáùåì ñëó÷àå äëß ñðåäíåé çà ïåðèîä ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå òåëà ïðè ïðîñòîé ãàðìîíè÷åñêîé äåôîðìàöèè è

























Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà 4Φ(0)−2ω−1D′s íå îïðåäåëßåòñß ñ ïîìîùüþ
÷èñòî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, à ìîæåò áûòü îöåíåíà ëèøü
ïîñðåäñòâîì òîíêèõ òåðìî- è êàëîðèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé [77]. Êðîìå
òîãî, ýòà âåëè÷èíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíîé ÷à-
ñòüþ âûðàæåíèß (4.131), â ÷àñòíîñòè äëß ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè
ïüåçîìàòåðèàëà òèïà Êåëüâèíà-Ôîéãòà îíà ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó, ÷òî-
áû îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêó íàêîïëåíèß ýíåðãèè â òåðìèíàõ ïîëíî-
ñòüþ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàííûõ è èçìåðßåìûõ âåëè÷èí,
ñëåäóåò ñëàãàåìîå 4Φ(0) − 2ω−1D′s â (4.131) îòáðîñèòü. Â ðåçóëüòàòå
ïðèõîäèì ê ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè îïðåäåëèìîé è â îáùåì ñëó÷àå ïðè-






















êîòîðàß ìîæåò èñïîëüçîâàòüñß ïðè ïðîèçâîëüíûõ (íå îáßçàòåëüíî ïðî-
ñòûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ äåôîðìàöèßõ è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß




= ε′ij cosωt− ε
′′
ij sinωt,








Ðàññìîòðèì äëß ïðîöåññà (4.133) è (4.120) ôóíêöèþ




êîòîðóþ â ðßäå ðàáîò ôîðìàëüíî ñâßçûâàþò ñ íàêîïëåíèåì ýëåêòðîìå-
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â íåêîòîðîé ìåðå ðàñêðûâàåòñß ñîîòíîøåíèßìè (4.131) è (4.132). Â ïî-
ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ âûðàæåíèå (4.135) áóäåò èñïîëüçîâàòüñß äëß
îöåíêè (âîîáùå ãîâîðß, ïðèáëèæ¼ííîé) óäâîåííîé ñðåäíåé çà ïåðèîä
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêîãî òåëà.
Ñ ó÷åòîì ëèíåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (1.197) âûðàæåíèå äëß










































Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè U¯ýì íå ñëåäóåò èç òåðìîäè-
íàìèêè è â îáùåì ñëó÷àå äîëæíà ïîñòóëèðîâàòüñß äîïîëíèòåëüíî. Ïðè




äà¼ò ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûå îãðàíè÷åíèß íà êîíñåðâàòèâíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà C
D′
ijkl, h′kij , βε
′
ij . Äåéñòâèòåëüíî, ïîòðåáîâàâ
íåîòðèöàòåëüíîñòè âûðàæåíèß (4.136) äëß âåëè÷èí εij è Dk, èìåþùèõ
ôàçó 0 èëè pi, ïðèõîäèì ê òåì æå îãðàíè÷åíèßì íà õàðàêòåðèñòèêè,
÷òî è â òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè.
Âûðàæåíèå äëß U¯ýì ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ äðóãèõ íàáîðîâ







































Ðàñ÷¼òû êîëåáàíèé ëèíåéíûõ âßçêîóïðóãèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë






â âûðàæåíèè (4.137) íåçàâèñèìî îò ñïîñîáîâ è ÷àñòîòû âîçáóæäåíèß êî-
ëåáàíèé íà íåñêîëüêî ïîðßäêîâ ìåíüøå îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ýòîì âû-
ðàæåíèè è ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû U¯ýì ïî ôîðìóëå (4.137)
ìîæåò áûòü îòáðîøåíî.
Âñå ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèß îòíîñèëèñü ê ñëó÷àþ ëèíåéíîãî
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôèçè÷åñêè íåëè-
íåéíûé âßçêîóïðóãèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë, äëß êîòîðîãî äå-
ôîðìàöèß εij(z) = ε ◦ijsinωz è èíäóêöèß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß Dj(z) =
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= D◦j sinωz âîçáóæäàþò êðàòíûå ãàðìîíèêè â ðåàêöèßõ ìåõàíè÷åñêèõ




































Ïîäñòàâëßß (4.138) â ðàâåíñòâî (4.123) è èíòåãðèðóß ïîñëåäíåå îò 0
äî z, à òàêæå ó÷èòûâàß óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè Φ(2pi/ω) = Φ(0), ïî-






























































, n = 2, 4, 6... .
(4.141)
















Ñîãëàñíî (4.142) àìïëèòóäû âûñøèõ ãàðìîíèê ìåõàíè÷åñêèõ íàïðß-
æåíèé è íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß â ñðåäíåì çà ïåðèîä íå
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äàþò âêëàäà â äèññèïàöèþ. Îäíàêî îíè íå èñ÷åçàþò èç âûðàæåíèß äëß
ñðåäíåé çà ïåðèîä íàêàïëèâàåìîé ýíåðãèè, êîòîðîå, ñîãëàñíî (4.139) è
(4.140), èìååò âèä





























Êàê è â ëèíåéíîé òåîðèè, ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè îïðåäåëèìîå ïðèáëè-
æåíèå äëß ñðåäíåé çà ïåðèîä ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïîëó÷àåòñß




























Àïïðîêñèìàöèß, ó÷èòûâàþùàß ëèøü àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ íà-









































Âûðàæåíèå (4.146) ïî âèäó ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì
(4.132) ëèíåéíîé òåîðèè.
Êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì íà èçîòåðìè÷åñêèõ èñòîðèßõ
(4.133) ôóíêöèþ (4.134). Ïîäîáíî ñðåäíåé çà ïåðèîä ñêîðîñòè äèññèïà-
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Ñðàâíåíèå (4.147) ñ (4.146) è (4.144) ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ôóíêöèè U¯ýì (4.134) â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè íàêîïëåíèß ýëåêòðî-
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ñëó÷àå ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî âßçêîóïðóãî-
ãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà îïðàâäàíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ðå-
àêöèß ìàòåðèàëà íà ãàðìîíè÷åñêîå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå
äîïóñêàåò ìîíîãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâà-
åòñß àìïëèòóäíûìè îïðåäåëßþùèìè óðàâíåíèßìè ïðåäûäóùåé ãëàâû.
Ñ ó÷åòîì ýòèõ óðàâíåíèé ôóíêöèþ U¯ýì (4.147) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(4.136) èëè (4.137), íî ñ àìïëèòóäíîôàçîçàâèñèìûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïîñëåäíèå, êàê è â ëèíåéíîé òåîðèè, ßâëßþòñß òàêæå ôóíêöèßìè ÷à-
ñòîòû è, â îáùåì ñëó÷àå, òåìïåðàòóðû.
 7. Íàõîæäåíèå ÊÝÌÑ ïðè ðàñ÷åòàõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì ïîòåðü â ìàòåðèàëå
Îáðàòèìñß ê êîëåáàíèßì ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà, èìåþùèì âèä
f = {εij , Ej , σij , Dj} = f ′(~x)cosωt− f ′′(~x)sinωt (4.148)
è âîñïîëüçóåìñß äëß îöåíêè (â îáùåì ñëó÷àå, ïðèáëèæ¼ííîé) óäâîåí-
íîé ñðåäíåé çà ïåðèîä êîëåáàíèé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ýëå-
ìåíòàðíîì îáú¼ìå òåëà âåëè÷èíîé U¯ýì (4.135). Äëß ñîîòâåòñòâóþùåé





Î÷åâèäíî, ÷òî äëß áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àß  çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè
ïðè ó÷åòå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè óäâîåí-
íîé ñðåäíåé çà ïåðèîä ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè â îáú¼ìå òåëà ñîãëàñíî
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Èñïîëüçóß óðàâíåíèß ýëåêòðîñòàòèêè èç (1.172) è ôîðìóëó Ãàóññà-














∆ϕ = ∆ϕ′cosωt−∆ϕ′′sinωt, Q1 = Q′1cosωt−Q′′1sinωt (4.152)
 ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ è çàðßä ýëåêòðîäà, à
∆ϕ˜ = ∆ϕ′ + i∆ϕ′′, Q˜1 = Q′1 + iQ
′′
1 (4.153)
 èõ êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû. Åñëè ââåñòè êîìïëåêñíóþ ¼ìêîñòü [81]
C˜ε = C ′ε + iC
′′
ε = Q˜1/∆ϕ˜, (4.154)

































Êîìïëåêñíàß ¼ìêîñòü C˜ε ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóò¼ì ðåøåíèß çàäà÷è
ýëåêòðîñòàòèêè (4.16), ãäå âñå âåëè÷èíû ñëåäóåò ñ÷èòàòü êîìïëåêñíû-
ìè.






Uò − Uϕò , (4.157)
ãäå Uò  êàê è ðàíüøå, óäâîåííàß ñðåäíßß çà ïåðèîä âíóòðåííßß ýëåê-


















ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñß êàê óäâîåííûå ñðåäíèå çà ïåðèîä ýëåêòðè÷åñêèå
ýíåðãèè â îáú¼ìå òåëà íà íóëåâûõ äåôîðìàöèßõ, ïðè÷¼ì â ïåðâîì ñëó-
÷àå  ïðè çàäàííîì íà ýëåêòðîäàõ ýëåêòðè÷åñêîì íàïðßæåíèè ∆ϕˆ, à âî
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âòîðîì  ïðè çàäàííîì íà ýëåêòðîäå ýëåêòðè÷åñêîì çàðßäå Qˆ1−Cε∆ϕˆ.
Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà Qˆ1−Cε∆ϕˆ ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó
çàðßäîì íà ýëåêòðîäå èç îñíîâíîé çàäà÷è è çàðßäîì, êîòîðûé âîçíèêàë
áû íà ýëåêòðîäå ïðè òîì æå íàïðßæåíèè ∆ϕˆ, íî íà íóëåâûõ äåôîðìà-
öèßõ. Çàðßäû Cε∆ϕˆ è Qˆ1 − Cε∆ϕˆ ìîæíî òðàêòîâàòü ñîîòâåòñòâåííî
êàê ñâîáîäíûé è ñâßçàííûé çàðßä ýëåêòðîäà, à ýíåðãèè Uϕò è UQò  êàê
ýíåðãèè ñâîáîäíîãî è ñâßçàííîãî çàðßäà.
Ïåðåéä¼ì ê êîëåáàíèßì âèäà (4.148). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ðåøåíèß
çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè èçâåñòíà êîìïëåêñíàß ¼ìêîñòü C˜ε = C ′ε+ iC ′′ε , à
èç ðåøåíèß îñíîâíîé çàäà÷è ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè  êîìïëåêñíûå àì-
ïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß íà ýëåêòðîäàõ ∆ϕ˜ = ∆ϕ′ + i∆ϕ′′,
çàðßäà ýëåêòðîäà Q˜1 = Q′1+ iQ′′1 è õàðàêòåðèçóþùàß ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêóþ ýíåðãèþ âåëè÷èíà Uò (4.149). Äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû ýëåêòðè-
÷åñêîãî íàïðßæåíèß è çàðßäà èìåþò âèä (4.152). Óäâîåííàß ñðåäíßß çà
ïåðèîä êîëåáàíèé âíóòðåííßß ýëåêòðè÷åñêàß ýíåðãèß â îáú¼ìå òåëà íà
íóëåâûõ äåôîðìàöèßõ â ñëó÷àå ïðèëîæåíèß ê ýëåêòðîäàì íàïðßæåíèß







Ïðè ýòîì íà ýëåêòðîäå âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêèé çàðßä
q = q′cosωt− q′′sinωt (4.160)
ñ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé q˜ = C˜ε∆ϕ˜. Îïðåäåëèì çàðßä
Q = Q1 − q = (Q′1 − q′)cosωt− (Q′′1 − q′′)sinωt (4.161)
ñ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé
Q˜ = Q˜1 − C˜ε∆ϕ˜. (4.162)
Äëß óäâîåííîé ñðåäíåé çà ïåðèîä ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè â îáú¼ìå òåëà









∣∣∣Q˜1 − C˜ε∆ϕ˜∣∣∣2 . (4.163)
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Ïîäñòàâëßß (4.163), (4.159) â (4.157), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îáîáùå-

















































σ˜ij = σ′ij + iσ
′′










































] , Cε = C ′ε. (4.165)
Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (4.165) ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî ôîðìàëüíî ïóò¼ì óñðåäíåíèß çà ïåðèîä ÷èñëèòåëß è çíàìåíàòåëß







(σijεij + EjDj) dV (4.166)
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è ïîëîæèòü










Ej = E′jcosωt− E′′j sinωt, Dj = D′jcosωt−D′′j sinωt.
(4.167)
Êàê è â ýëåêòðîóïðóãîñòè, âûðàæåíèß äëß ÊÝÌÑ â íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àßõ ìîãóò óïðîùàòüñß. Òàê, ïðè ðàáîòå ïüåçîýëåìåíòà â ðåæè-










Ïîäîáíî ýëåêòðîóïðóãîìó ñîîòíîøåíèþ (4.26) ïðè íàõîæäåíèè êîì-









äëß äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñß óðàâíåíèßìè
ýëåêòðîñòàòèêè â êîìïëåêñíîé ôîðìå (1.185), îïðåäåëßþùèìè óðàâíå-
íèßìè â âèäå (1.200) è ôîðìóëîé Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.
Ðàñ÷¼òû êîëåáàíèé [62, 72, 98, 112 è äð.] ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ òåë ðàç-
ëè÷íîé ôîðìû è ðàçìåðîâ ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå [136, 171] âßç-
êîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèß ÊÝÌÑ, âû-
÷èñëßåìûå ïî ôîðìóëàì (4.164) èëè (4.165), ñ òî÷íîñòüþ äî 2-3 çíàêîâ
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåêòðîóïðóãèìè çíà÷åíèßìè ÊÝÌÑ,
âû÷èñëßåìûìè ïî ôîðìóëàì (4.29). Ýòî ñîâïàäåíèå õàðàêòåðíî êàê äëß
ðåçîíàíñíûõ òàê è íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Èñêëþ÷åíèå ñî-
ñòàâëßþò ïüåçîýëåêòðè÷åñêè î÷åíü ñëàáûå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû, äëß
êîòîðûõ øèðèíà ïüåçîàêòèâíîãî ó÷àñòêà ωa−ωp ñîèçìåðèìà ñ ðàçìà-
çûâàíèåì ðåçîíàíñíîé îáëàñòè âñëåäñòâèå âßçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòå-
ðèàëà, à òàêæå ÷àñòîòû, íà êîòîðûõ ýëåêòðîóïðóãèé ÊÝÌÑ îáðàùàåò-
ñß â íóëü [27]. Äëß ïåðâûõ èç óêàçàííûõ ÷àñòîò ôîðìóëû (4.164) èëè
(4.165) äàþò áo´ëüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëîé (4.29) çíà÷åíèß ÊÝÌÑ,
à äëß âòîðûõ  õîòß è î÷åíü ìàëûå, íî îòëè÷íûå îò íóëß çíà÷åíèß
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ÊÝÌÑ. Ïðè ýòîì óêàçàííûå ðàçëè÷èß êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó çàâèñè-
ìîñòè ÊÝÌÑ îò ÷àñòîòû íå ìåíßþò.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéä¼ì ÊÝÌÑ äëß ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé âßç-
êîóïðóãîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñòåðæíß, âîçáóæäàåìîãî ýëåêòðè÷åñ-
êèì ïîëåì, ïåðïåíäèêóëßðíûì ê åãî äëèíå. Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß

























































; µ˜σ33 = µ
σ
33 (1− iδµ33) ; −
l
2




Çäåñü l  äëèíà, à h  òîëùèíà ñòåðæíß, ∆ϕ˜  ýëåêòðè÷åñêîå íàïðß-
æåíèå íà ýëåêòðîäàõ, ïîêðûâàþùèõ ãðàíè z = ±h/2; SE11, d31, µσ33 





óãëîâ ïîòåðü. Â äàëüíåéøåì êâàäðàòàìè è ïðîèçâåäåíèßìè òàíãåíñîâ












11 − 2δd31 + δµ33
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31  ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâßçè ìàòå-
ðèàëà. Äëß çàðßäà Q˜1 = −b
l/2∫
−l/2
D˜z(x)dx, ãäå b  øèðèíà ñòåðæíß,
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sin2H ′ − ish(H ′δs11)











ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå










































cos2H ′ + ch(H ′δs11)
+ 1− k′231
 |∆ϕ˜|2. (4.174)
Ïîäñòàâëßß (4.172)  (4.174) â (4.164) è âûïîëíßß ýëåìåíòàðíûå ïðå-
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Ïîñêîëüêó äëß ðàçóìíûõ çíà÷åíèé H ′ âåëè÷èíà H ′δS11 îñòà¼òñß ìà-









































êîòîðûå òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü íåçàâèñèìî, èñïîëüçóß ôîðìóëû (4.29)
äëß ýëåêòðîóïðóãîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.
Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îòìå÷åííîå âûøå ñîâïàäå-







â ÷èñëèòåëå (4.176) ßâëßåòñß íåñóùåñòâåííîé è ìîæåò áûòü
îòáðîøåíà. Òà ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò ýòà äîáàâêà ïðè î÷åíü ìàëîì èëè
äàæå íóëåâîì ïåðâîì ñëàãàåìîì â ÷èñëèòåëå (4.176), ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèß èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëßåò.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìàëîñòü ïîòåðü ßâëßåòñß íå åäèíñòâåí-
íîé è äàæå íå îñíîâíîé ïðè÷èíîé, ïî êîòîðîé çíà÷åíèß ÊÝÌÑ, âû÷èñ-
ëßåìûå ïî ôîðìóëàì (4.29) è (4.164), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ñëàáàß
ðåàêöèß ÊÝÌÑ íà ïîòåðè â ìàòåðèàëå îáóñëîâëåíà â ïåðâóþ î÷åðåäü
ñàìîé ñòðóêòóðîé ôîðìóëû (4.164) èëè (4.157) è ßâëßåòñß ñïåöèôè÷å-
ñêîé îñîáåííîñòüþ ÊÝÌÑ êàê õàðàêòåðèñòèêè ýíåðãîïðåîáðàçîâàíèß.
 8. Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèß ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé è åãî ñâßçü ñ äðóãèìè èíòåãðàëüíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè
Íàëè÷èå ðàçëè÷íîãî ðîäà ïîòåðü, à òàêæå àìïëèòóäíîôàçîâàß çàâè-
ñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ, îïèñûâàþùèõ ýòè ïîòåðè, çíà÷èòåëüíî óñëîæ-
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íßþò êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç äèññèïàöèè ýíåðãèè ïðè êîëåáàíèßõ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Ïðè ââåäåíèè óíèâåðñàëüíîé êîëè÷åñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêè äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ îñíîâíàß ïðîáëåìà âîçíèêàåò ñ
âûáîðîì ìåðû íàêîïëåíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Íåêîòîðûå
àñïåêòû ýòîé ïðîáëåìû ðàññìîòðåíû â 6.
Óíèâåðñàëüíàß õàðàêòåðèñòèêà âíóòðåííåé äèññèïàöèè â ìàòåðèà-
ëàõ (áåç ïüåçîýôôåêòà) è ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé ïðåäëîæåíà è ýíåð-
ãåòè÷åñêè îáîñíîâàíà â ðàáîòå [150]: äëß ìîíîãàðìîíè÷åñêîé äåôîðìà-
öèè εij = ε′ijcosωt − ε′′ijsinωt è ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàêöèè íàïðßæåíèé
σij = σ′ijcosωt − σ′′ijsinωt â êà÷åñòâå îòíîñèòåëüíîé ìåðû ïîòåðü â ýëå-
















â êîòîðîé äèññèïàöèß ýíåðãèè õàðàêòåðèçóåòñß òî÷íî, à íàêîïëåíèå,
â îáùåì ñëó÷àå  ïðèáëèæ¼ííî [150]. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ õàðàêòåðè-
ñòèêè (4.178) ßâëßåòñß å¼ îïðåäåëèìîñòü ÷åðåç ìåõàíè÷åñêè èçìåðßåìûå
âåëè÷èíû.
Îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèß (4.178) íà ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
âßçêîóïðóãèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë äàíî â ðàáîòå [105]. Ðàññìîòðèì
èçîòåðìè÷åñêèå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèß âèäà (4.148) è îïðåäå-








ij − σ′ijε′′ij + E′′jD′j − E′jD′′j
)
, (4.179)
äèññèïèðîâàííîé â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå òåëà çà ïåðèîä êîëåáàíèé, ê
óäâîåííîìó ñðåäíåìó çà ïåðèîä çíà÷åíèþ íàêàïëèâàåìîé ýíåðãèè, äëß












































Ââåäåííûé ñîãëàñíî (4.181) êîýôôèöèåíò çàòóõàíèß ýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ÊÇÝÌÊ) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñß ïðè ïðîèçâîëü-
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íîì íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîì è ýëåêòðè÷åñêîì ñîñòîßíèè â ðå-
çîíàíñíîì è íåðåçîíàíñíîì ðåæèìàõ êîëåáàíèé. Èñïîëüçóß àìïëèòóä-
íûå îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß, ÊÇÝÌÊ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òåðìèíàõ


































































ÊÇÝÌÊ äëß ïîëíîãî îáú¼ìà òåëà V îïðåäåëèì êàê îòíîøåíèå ýíåðãèè,
äèññèïèðîâàííîé â V çà ïåðèîä êîëåáàíèé, ê óäâîåííîìó ñðåäíåìó çà

































Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó â  6 ñîîòíîøåíèß (4.181), (4.182) è (4.183)
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñß è â ñëó÷àå ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà, äîïóñêàþùåãî ìîíîãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðå-
àêöèé íà ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå. Ïðè ýòîì â (4.182) âñå êîýôôèöè-
åíòû ßâëßþòñß ôóíêöèßìè íàáîðà ïåðåìåííûõ (2.21). ÊÇÝÌÊ ìîæíî


















































































Ïîäñòàâèâ (4.174) è (4.186) â (4.185), ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëß
ÊÇÝÌÊ ψ
V
. Äëß ñëó÷àß êîëåáàíèé ñòåðæíß íà ðåçîíàíñíîé
(H ′p = pi/2)
è àíòèðåçîíàíñíîé
(
























































ý , êàê è áåçðàçìåðíàß ÷àñòîòà àíòèðåçîíàíñà H′a,
ßâëßåòñß õàðàêòåðèñòèêîé ìàòåðèàëà. Ñîîòíîøåíèß (4.187) ñâèäåòåëü-
ñòâóþò, ÷òî óðîâíè çàòóõàíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ðåçî-
íàíñíûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ðàçëè÷íû.
Ïðè êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèßõ ñòåðæíß ÊÇÝÌÊ, ñîãëàñíî (4.185),





Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòûå ñîîòíîøåíèß äëß
ψ
V
íà ïðèìåðå äðóãèõ ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ýëåêòðîâßçêî-
óïðóãîñòè, ðàññìîòðåííûõ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [58].
Ââåäåííûé âûøå ÊÇÝÌÊ îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèßìè ñâßçûâà-
åòñß ñ äðóãèìè èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîëåáàíèé ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ òåë. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþ-
ùåå ÊÇÝÌÊ ÷åðåç ïðîâîäèìîñòü ïüåçîýëåìåíòà ïðè ýëåêòðè÷åñêîì âîç-
áóæäåíèè êîëåáàíèé. Ââåä¼ì êîìïëåêñíóþ ïðîâîäèìîñòü Y˜ ñ ïîìîùüþ
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ðàâåíñòâà
Q˜1 = −iY˜∆ϕ˜/ω, (4.190)
ãäå Q˜1 è ∆ϕ˜  êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà è íàïðß-
æåíèß íà ýëåêòðîäàõ. Èñïîëüçóß îïðåäåëåíèå ÊÇÝÌÊ ψ
V
, äëß óäâîåí-









ãäå Dò  ñðåäíßß çà ïåðèîä ìîùíîñòü äèññèïàöèè â îáú¼ìå ïüåçîýëå-






















Äëß ïðèìåíßåìûõ â íàñòîßùåå âðåìß ñîñòàâîâ ïüåçîêåðàìèêè ïîòå-
ðè âñåõ âèäîâ ñðàâíèòåëüíî ìàëû (ïîðßäêà 10−3 − 10−2); ïîýòîìó ìíè-
ìóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ¼ìêîñòè C˜ε ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Ñ





|Y˜ − iC ′εω|2 + k2(C ′εω)2
k2C ′εω. (4.195)
Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ñîîòíîøåíèß (4.195) ñâßçàíî ñ ðàññìîòðåíè-
åì ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ êîëåáàíèé ïüåçîýëåìåíòà íà ðåçîíàíñ-
íûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îòìå÷åí-
íûå âûøå óðîâíè ïîòåðü íà ýòè ÷àñòîòû ïðàêòè÷åñêè íå âëèßþò. Êðîìå
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òîãî, ïðè òàêèõ ïîòåðßõ íå ñëåäóåò äåëàòü ðàçëè÷èß ìåæäó ðåçîíàíñ-
íûìè ÷àñòîòàìè è ÷àñòîòàìè ìàêñèìàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, è àíòèðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè è ÷àñòîòàìè ìèíèìàëüíîé ïðîâî-
äèìîñòè  ñ äðóãîé. Íà óêàçàííûõ ÷àñòîòàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðåàêòèâ-
íîé êîìïîíåíòîé ïðîâîäèìîñòè. Ñêàçàííîå âûøå ïîäòâåðæäàåòñß ìíî-
ãî÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè [46, 78, 79, 121 è äð.] è íàãëßäíî äåìîíñòðè-
ðóåòñß ïðèìåðàìè ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåìåíòîâ
[58].
Íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ωp : |Y˜ | ≈ ReY˜ = Ym, êðîìå òîãî, äëß ïüå-
çîàêòèâíûõ ÷àñòîò ïðîâîäèìîñòü Ym íà íåñêîëüêî ïîðßäêîâ áîëüøå
âåëè÷èíû C ′εωp (ïðîâîäèìîñòè ïüåçîýëåìåíòà íà íóëåâûõ äåôîðìàöè-














Íà àíòèðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ωa : |Y˜ | ≈ ReY˜ = Yn è Yn íàìíîãî









Ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû (4.196) è (4.197) ïîçâîëßþò îöåíèòü âåëè-
÷èíó ÊÇÝÌÊ íà ðåçîíàíñíûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ïî èçâåñò-
íûì (âû÷èñëåííûì èëè èçìåðåííûì) çíà÷åíèßì ìàêñèìàëüíîé Ym è
ìèíèìàëüíîé Yn ïðîâîäèìîñòè. Âõîäßùèå â ýòè ôîðìóëû ÷àñòîòû ωp





ñëåäíèå  â ñèëó ñêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå) ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ýëåêòðîóïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Çàìåòèì, ÷òî õîòß ¼ìêîñòü
C ′ε è íå ìîæåò áûòü èçìåðåíà íà ÷àñòîòàõ ωp è ωa, îíà, à, ñëåäîâàòåëü-




ý âñåãäà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî èçâåñòíûì
ñâîéñòâàì ìàòåðèàëà áåç ó÷¼òà ïîòåðü.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëß ñëó÷àåâ ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷
ÊÇÝÌÊ ψ
V
íà ðåçîíàíñíûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ, îïðåäåëßå-
ìûé ðàâåíñòâàìè (4.196) è (4.197), âûðîæäàåòñß â õàðàêòåðèñòèêó ìà-
òåðèàëà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèßõ ñòåðæíß â ýëåêòðè-
÷åñêîì ïîëå, ïåðïåíäèêóëßðíîì åãî îñè, ñîîòíîøåíèß (4.196) è (4.197)




ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ íåîäíîðîäíîñòüþ
íåïðåðûâíîãî òèïà
Äàííàß ãëàâà ïîñâßùåíà ñâßçàííîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å òåðìîýëåê-
òðîâßçêîóïðóãîñòè (ÒÝÂÓ). Ïîä íåîäíîðîäíîñòüþ íåïðåðûâíîãî òèïà ïîíè-
ìàåòñß íåîäíîðîäíîñòü, ïîðîæäàåìàß çàâèñèìîñòüþ ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà
îò òåìïåðàòóðû è ñâßçàííîñòüþ ïîëåé.
Äëß ðåøåíèß íåëèíåéíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñß øàãîâûé ïî âðåìåíè ìåòîä.
Âîçíèêàþùèå íà êàæäîì øàãå ëèíåéíûå çàäà÷è ýëåêòðîìåõàíèêè è òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïðåäñòàâëåíû â âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå. Ðåøåíèå âàðèàöèîí-
íûõ çàäà÷ îñóùåñòâëßåòñß ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèâå-
äåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèé çàäà÷ îá îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèßõ
è äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå âßçêîóïðóãèõ êîíè÷åñêèõ ïüåçîýëåìåíòîâ, ïüåçî-
ýëåìåíòîâ â ôîðìå ïîëûõ öèëèíäðà è øàðà ñ îòâåðñòèåì, à òàêæå ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî òåëà âðàùåíèß, èìåþùåãî ñëîæíîå ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå.
Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ýôôåêòàì, ïîðîæäàåìûì çàâèñèìîñòüþ
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû è ñâßçàííîñòüþ ïîëåé, ïðèâîäßùèõ ê ðàç-
ìßã÷åíèþ ïüåçîìàòåðèàëà è ïîßâëåíèþ â í¼ì íåëèíåéíîñòè ìßãêîãî òèïà.
Â êîíöå ãëàâû ðàññìîòðåí ïðèìåð ðåøåíèß îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è ÒÝÂÓ
ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ïüåçîìàòåðèàëà.
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 1. Ëèíåàðèçàöèß çàäà÷è è âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè
ëèíåéíûõ çàäà÷
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì â êîíöå ãëàâû 1 ðåøåíèå ñâßçàííîé
íåëèíåéíîé çàäà÷è (1.185)  (1.191), (1.200) îñóùåñòâëßåòñß øàãîâûì
ìåòîäîì, ñóòü êîòîðîãî â ñëåäóþùåì:
1) ïî çàäàííîìó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ðàñïðåäåëåíèþ òåì-
ïåðàòóðû ðåøàåòñß çàäà÷à ýëåêòðîìåõàíèêè (1.185), (1.186), (1.200);
2) ïî íàéäåííûì ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèì ïåðåìåííûì îïðåäåëßåòñß äèñ-
ñèïàòèâíàß ôóíêöèß (1.188);
3) íà èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, t1] ðåøàåòñß çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè (1.189)
 (1.191) ñ èçâåñòíûì èñòî÷íèêîì òåïëà, ïðè÷¼ì âûáîð ìîìåíòà t1 çàâè-
ñèò îò ñòåïåíè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ê èçìåíåíèþ òåì-
ïåðàòóðû;
4) ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû â ìîìåíò âðåìåíè t1
îïðåäåëßþòñß èçìåíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà (1.202) è ïî íèì
íàõîäßòñß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß;
5) ïî èçâåñòíîé äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè è ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû
â ìîìåíò âðåìåíè t1 ðåøàåòñß çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñëåäóþùåì
èíòåðâàëå [t1, t2]; â äàëüíåéøåì ïðîöåññ ïîâòîðßåòñß.
Îïèñàííûé àëãîðèòì ïîçâîëßåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî òåëà êàê â óñòàíîâèâøåìñß òåïëîâîì ñîñòîßíèè, òàê è â
ïðîöåññå âûõîäà òåìïåðàòóðû íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
Ðåøåíèß íà êàæäîé èòåðàöèè (âðåìåííîì øàãå) ëèíåàðèçîâàííûõ
çàäà÷ ýëåêòðîìåõàíèêè è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòå-
ðèàëà, âû÷èñëßåìûìè íà ïðåäûäóùåì øàãå âî âðåìåíè, íàõîäßòñß ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëß ÷åãî èñïîëüçóþòñß âàðèàöèîííûå ôîð-
ìóëèðîâêè ýòèõ çàäà÷ [60]. Ðàññìîòðèì èõ.
Ïóñòü èìååòñß ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé P = {u˜j , ϕ˜},
óäîâëåòâîðßþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèßì (1.186). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-
ïîëíßþòñß ñîîòíîøåíèß Êîøè, ãðàäèåíòíîå óðàâíåíèå äëß ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà (1.185) è îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß (1.200). Îïðåäåëèì
íà ìíîæåñòâå P ôóíêöèîíàë














ãäå V  îáú¼ì, çàíèìàåìûé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì òåëîì è îãðàíè÷åííûé
ïîâåðõíîñòüþ S = Sσ ∪ Su = SD ∪ Sϕ ( ñì. (1.186) ). Òîãäà
δÝ˜(u˜i, ϕ˜) = 0 (5.2)
íà ìíîæåñòâå P òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà u˜i è ϕ˜ ßâëßþòñß ðåøåíèåì
çàäà÷è ýëåêòðîìåõàíèêè (1.185), (1.186), (1.200).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâàðüèðîâàâ ôóíêöèîíàë (5.1) è ïðèìåíèâ ôîð-
ìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ
δÝ˜(u˜i, ϕ˜) = −
∫
V




{(σ˜ijnj − t˜i)δu˜i + (D˜ini + ˜ˆσ)δϕ˜}dS,
(5.3)
äîêàçûâàþùåìó ñôîðìóëèðîâàííûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Åñëè íà
Su çàäàíû ïåðåìåùåíèß, òî çäåñü δu˜i = 0. Åñëè íà Sϕ çàäàí ýëåêòðè-
÷åñêèé ïîòåíöèàë, òî ñîîòâåòñòâåííî δϕ˜ = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèß äëß
ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß ßâëßþòñß
åñòåñòâåííûìè äëß äàííîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà.
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèß Ëàïëàñà [124]
T¯ (xi, p) =
∞∫
0
T (xi, t)e−ptdt (5.4)
çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè (1.189)  (1.191) ñ èçâåñòíûì èñòî÷íèêîì òåï-







= (λij T¯,i),j + D¯
′
ýì, (5.5)
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λij T¯,inj + αT
(
T¯ − T¯ c) = 0  íà S, (5.6)
ãäå T¯ , D¯
′
ýì è T¯ c  èçîáðàæåíèß ñîîòâåòñòâåííî òåìïåðàòóðû òåëà, ìîù-
íîñòè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà è òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû.





λij T¯,iT¯,j + ρcT T¯
(







(T¯ − 2T¯ c)T¯ dS.
(5.7)
Ïðîâàðüèðîâàâ (5.7) ïî T¯ ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðî-














λij T¯,inj + αT
(
T¯ − T¯ c)} δT¯ dS, (5.8)
äîêàçûâàþùåìó, ÷òî
δI¯(T¯ ) = 0 (5.9)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T¯ ßâëßåòñß ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (5.5),
(5.6).
Ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàëû Ý˜, I¯ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò




1111, C˜rr = C˜
E
2222, C˜ϕϕ = C˜
E





1133, C˜rϕ = C˜
E
2233, C˜zzr = C˜
E





3312, C˜zrzr = C˜
E
1212, e˜zzz = e˜111, e˜zrr = e˜122,
e˜zϕϕ = e˜133, e˜zzr = e˜112, e˜rzz = e˜211, e˜rrr = e˜222,
e˜rϕϕ = e˜233, e˜rrz = e˜221, µ˜zz = µ˜ε11, µ˜rr = µ˜
ε
22,
µ˜zr = µ˜ε12, λzz = λ11, λrr = λ22, λzr = λ12
(5.10)
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è ó÷èòûâàß, ÷òî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò dV = rdrdzdϕ,











ϕϕ + 4C˜zrzr ε˜
2
zr+
+2C˜zr ε˜zz ε˜rr + 2C˜zϕε˜zz ε˜ϕϕ + 2C˜rϕε˜rr ε˜ϕϕ + 4C˜zzr ε˜zz ε˜zr+
+4C˜rrz ε˜rr ε˜zr + 4C˜ϕzr ε˜ϕϕε˜zr − µ˜zz E˜2z − µ˜rr E˜2r−
−2µ˜zrE˜zE˜r − 2(e˜zzzE˜z ε˜zz + e˜zrrE˜z ε˜rr + e˜zϕϕE˜z ε˜ϕϕ+
+2e˜rrzE˜r ε˜zr + e˜rrrE˜r ε˜rr + e˜rzzE˜r ε˜zz + e˜rϕϕE˜r ε˜ϕϕ+











































(T¯ − T¯ c)T¯ dl,
(5.12)
ãäå F  ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå òåëà, îãðàíè÷åííîå êîíòóðîì L; u˜, w˜
 êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ðàäèàëüíîé è îñåâîé ñîñòàâëßþùèõ âåêòîðà
ïåðåìåùåíèß; t˜rn, t˜zn  êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ñîñòàâëßþùèõ âåêòîðà
ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, êîòîðûå ìîãóò âûðàæàòüñß ÷åðåç ñîñòàâëßþ-
ùèå àêóñòè÷åñêîãî èìïåäàíñà, çàäàííîãî íà ïîâåðõíîñòè. Êîìïëåêñíàß
àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îáîçíà÷àåòñß â äàëüíåéøåì ÷å-
ðåç v˜.
Ñ ó÷åòîì (1.188), (1.200), (5.10) îñåñèììåòðè÷íàß äèññèïàòèâíàß
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Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íàïðàâëåíèå ïîëßðèçàöèè íå ñîâïàäàåò ñ íà-
ïðàâëåíèßìè êîîðäèíàòíûõ îñåé, â ôóíêöèîíàëàõ (5.11) è (5.12) ñîäåð-
æàòñß äåñßòü îòëè÷íûõ îò íóëß êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé C˜, âîñåìü ïüåçî-
êîíñòàíò e˜, òðè êîìïëåêñíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòè µ˜ è òðè
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ (íèæíèå èíäåêñû âåëè÷èí îïóùå-
íû). Ýòè âåëè÷èíû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç èçâåñòíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà è óãîë α ìåæäó íàïðàâ-
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e˜zzz = e˜33cos3α+ (e˜31 + 2e˜15)sin2αcosα,
e˜rrr = e˜33sin3α+ (e˜31 + 2e˜15)cos2αsinα,
e˜zrr = e˜31cos3α+ (e˜33 − 2e˜15)sin2αcosα,
(5.14)
e˜zϕϕ = e˜31cosα, e˜rϕϕ = e˜31sinα,
e˜zzr = (e˜33 − e˜31)cos2αsinα− e˜15sinαcos2α,
e˜rzz = (e˜33 − 2e˜15)cos2αsinα+ e˜31sin3α,
e˜rzr = (e˜33 − e˜31)sin2αcosα+ e˜15cosαcos2α,
µ˜zz = µ˜ε33cos
2α+ µ˜ε11sin
2α, µ˜rr = µ˜ε33sin
2α+ µ˜ε11cos
2α,
µ˜zr = (µ˜ε33 − µ˜ε11)sinαcosα,
λzz = λ33cos2α+ λ11sin2α, λrr = λ33sin2α+ λ11cos2α,
λzr = (λ33 − λ11)sinαcosα.
 2. Ðåøåíèå âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ
Ïðèìåíåíèþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðåøåíèþ îñåñèììåòðè÷-
íûõ çàäà÷ òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè ïðè ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæå-
íèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî òðåóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà è
èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ áèëèíåéíîé è êâàä-
ðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé âåëè÷èí ïîñâßùåíû ðàáîòû [59, 60, 71, 89, 91
è äð.]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ñäåëàí âûâîä, ÷òî äëß ðàññìàòðèâàåìîãî
â íèõ êëàññà çàäà÷ íàèáîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü âû-
÷èñëåíèé îáåñïå÷èâàåò èçîïàðàìåòðè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíûé êâàäðà-
òè÷íûé ýëåìåíò, ÷òî îñîáåííî çàìåòíî äëß çàäà÷ ñ èçãèáíûìè ôîðìàìè
êîëåáàíèé.
Ïðèâåäåííûå â äàííîé êíèãå ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïîëó÷åíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî
ýëåìåíòà. Ïîñòðîåíèå ýòîãî ýëåìåíòà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïðåîáðàçîâà-
íèå áåçðàçìåðíîãî ïðßìîóãîëüíîãî ýëåìåíòà ñ âîñåìüþ óçëàìè â êðè-
âîëèíåéíûé ýëåìåíò ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì óçëîâ è ñî ñòîðîíàìè â âèäå
ïðîèçâîëüíûõ ïàðàáîë [140] (ðèñ. 5.1). Ïîñëå òîãî, êàê â ðåçóëüòàòå ïðå-
îáðàçîâàíèß ýëåìåíò äåëàåòñß êðèâîëèíåéíûì, íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
íà ýëåìåíòå àïïðîêñèìèðóþòñß ìíîãî÷ëåíàìè îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò
(ξ, η).
Äëß ðåøåíèß ñôîðìóëèðîâàííûõ â  1 âàðèàöèîííûõ çàäà÷ îáëàñòü
ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß òåëà ðàçáèâàåòñß N óçëîâûìè òî÷êàìè íà M
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Ðèñ. 5.1.
âîñüìèóçëîâûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ïðåäåëàõ êàæäîãî ýëå-




















(1− ξ)(1− η)(−ξ − η − 1), ϕ2 = 1
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(1 + ξ)(1 + η)(ξ + η − 1), ϕ4 = 1
4




(1− ξ2)(1− η), ϕ6 = 1
2




(1− ξ2)(1 + η), ϕ8 = 1
2





ϕn = 1. Ñâßçü ìåæäó öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè r, z








ãäå rn, zn  óçëîâûå çíà÷åíèß êîîðäèíàò. Òàê êàê ïîëó÷èòü çàâèñèìî-
ñòè âèäà [5] ξ = ξ ( z, r ), η = η ( z, r ), îáðàòíûå ê (5.17), íå ïðåäñòàâëß-
åòñß âîçìîæíûì, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò âåëè÷èí ñëåäóåò âû÷èñëßòü
ïî ξ, η, à çàòåì ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ðàçðåøàòü îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîäíûõ ïî öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïè-














































































Ó÷èòûâàß âûðàæåíèß (5.18), èç óñëîâèß ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèî-
íàëà (5.11) ïîëó÷àåì êîìïëåêñíóþ ñèñòåìó 3N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-































= 0 (l = 1, N).
(5.21)
Äëß ýëåìåíòà m, ÷àñòü ãðàíèöû êîòîðîãî Lm ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé
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kj u˜j + A˜
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kj u˜j + B˜
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(P˜mkj w˜j + Q˜
m
kj u˜j + R˜
m
kj v˜j) + f˜
v
k (k = 1, 8),
(5.22)
ïðè÷¼ì, â îòëè÷èå îò (5.21), íóìåðàöèß óçëîâ â (5.22) ßâëßåòñß ëîêàëü-







C˜zzΦiΦj + C˜zrzrΨiΨj + C˜zzr(ΦiΨj +ΨiΦj)−
−ρω2ϕiϕj
]























e˜zzzΦiΦj + e˜rzrΨiΨj + e˜rzzΦiΨj + e˜zzrΨiΦj
]×




















r | = | dξdη,
(5.23)























µ˜zzΦiΦj + µ˜rrΨiΨj + µ˜zr(ΦiΨj +ΨiΦj)
]×
























˜ˆσϕirdl (i, j = 1, 8).
Ïåðåõîäß ê ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè óçëîâ è ñóììèðóß äëß êàæäîãî
óçëà âûðàæåíèß (5.22) ïî âñåì ýëåìåíòàì, íà êîòîðûå ðàçáèòî ìåðèäè-
îíàëüíîå ñå÷åíèå òåëà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó (5.21).











HiHjf (ξi, ηj), (5.24)
â êîòîðîé ξi, ηi  êîîðäèíàòû òî÷åê èíòåãðèðîâàíèß, HiHj = H¯ij  âåñî-
âûå ìíîæèòåëè. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (5.23) ïðîèçâîäèëîñü ñ èñïîëü-
çîâàíèåì äåâßòè òî÷åê èíòåãðèðîâàíèß (n = 3), ðàñïîëîæåíèå êîòîðûõ
ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.2, ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèßõ êîîðäèíàò è âåñîâûõ
ìíîæèòåëåé:
{ξi, ηj} = −ξ◦, 0, ξ◦; {Hi,Hj} = H◦, Hˆ◦,H◦;
ξ◦ =
√
3/5, H◦ = 5/9, Hˆ◦ = 8/9.
Äëß âû÷èñëåíèß êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ çíà÷åíèå dl íàõîäèòñß ïî
























dη  íà ñòîðîíå ξ = const,
(5.25)
ïîñëå ÷åãî ïðèìåíßåòñß îäíîìåðíàß ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèß Ãàóññà.
Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèß êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè îïèñàííûì âû-
øå ñïîñîáîì åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèß óäîâëåòâîðßþòñß àâòî-
ìàòè÷åñêè ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòðèö ýëåìåíòîâ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ìåõàíè÷åñêèå íàïðßæåíèß è íîðìàëüíàß ñîñòàâëßþùàß èíäóêöèè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß èçâåñòíû íà âñåé ãðàíèöå òåëà, òî ïîëó÷àåìàß ñè-
ñòåìà ðàçðåøàþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ
çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íå òðåáóåò íèêà-
êèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ãîòîâà ê ðåøåíèþ. Îäíàêî òàêàß ñèòóàöèß ßâ-
ëßåòñß ñêîðåå èñêëþ÷åíèåì, ÷åì ïðàâèëîì. Íà ïðàêòèêå ïîäâîä èëè
ñíßòèå ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ñ äèíàìè÷åñêè äåôîðìèðóåìîãî ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî òåëà îñóùåñòâëßåòñß ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîäíûõ ïîêðû-
òèé, íàõîäßùèõñß íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè (èëè âíóòðè) òåëà (îòíîñèòåëü-
íî ýòèõ ïîêðûòèé ïîêà ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îíè ßâëßþòñß áåñêîíå÷íî
òîíêèìè èäåàëüíûìè ïðîâîäíèêàìè). Ôîðìóëèðîâêà ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèß äëß íîðìàëüíîé ñîñòàâëßþùåé âåêòîðà èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëß íà ýëåêòðîäèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè â âèäå D˜ini = − ˜ˆσ íå ßâëß-
åòñß ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíîé, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
çàðßäà íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, êàê ïðàâèëî, çàðàíåå íå èçâåñòíà è äîëæíà
íàõîäèòüñß â ïðîöåññå ðåøåíèß çàäà÷è. Ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûì ýëåê-
òðè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ýëåêòðîäå ßâëßåòñß ëèáî çíà÷åíèå
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, îäèíàêîâîå äëß âñåõ òî÷åê ýëåêòðîäà, ëè-
áî âåëè÷èíà ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç íåãî îáùåãî òîêà [27]. ×òî êàñàåòñß
ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òî âìåñòî íàïðßæåíèé íà ÷àñòè ïî-
âåðõíîñòè ìîãóò çàäàâàòüñß ïåðåìåùåíèß.
Ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèß, â íàøåì ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêèå ïåðåìå-
ùåíèß è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòßõ
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òåëà, íå ó÷òåííûå ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòðèö ýëåìåíòîâ, ìîãóò áûòü
óäîâëåòâîðåíû áåç èçìåíåíèß ñòðóêòóðû è ðàçìåðîâ ðàçðåøàþùåé ñè-
ñòåìû îäíèì èç ñïîñîáîâ, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [40, 140]. Â íàñòîßùåé
ðàáîòå äëß ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñß óìíîæåíèå äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà
ãëîáàëüíîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàííîìó óçëîâîìó çíà÷åíèþ
ïåðåìåùåíèß èëè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, íà î÷åíü áîëüøîå ÷èñ-
ëî (1030) è ìîäèôèêàöèß ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà âåêòîðà ïðàâîé
÷àñòè [40, 140].
Îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ðåàëè-
çàöèè ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ýëåêòðîäàõ, çàïèòàííûõ
îò ãåíåðàòîðà òîêà è ïàññèâíûõ ýëåêòðîäàõ. Ýòè òðóäíîñòè ñâßçàíû
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñíèæåíèß íà îñíîâå óñëîâèß ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè
ýëåêòðîäîâ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû, ïî-
ñêîëüêó è óçëîâûå çàðßäû è ïîòåíöèàëû íà ýëåêòðîäàõ â ýòîì ñëó-
÷àå íåèçâåñòíû. Ó÷¼ò ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè ýëåêòðîäîâ òðåáóåò çíà÷è-
òåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ìàòðèöå ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû [181], ïðè-
âîäßùèõ â êîíå÷íîì èòîãå ê èçìåíåíèþ ðàçìåðíîñòè ýòîé ìàòðèöû
è íàðóøåíèþ å¼ ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû. Òåì ñàìûì òåðßåòñß îñíîâíîå
äîñòîèíñòâî îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà ê ôîðìèðîâàíèþ ìàòðèö ýëå-
ìåíòîâ è ñáîðêå ãëîáàëüíûõ ìàòðèö è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àßõ ïüåçîýëåìåíòû
ßâëßþòñß äâóõýëåêòðîäíûìè, ïðè ýòîì ïîä ýëåêòðîäîì ïîíèìàþòñß è
íåñêîëüêî êîíñòðóêòèâíî çàêîðî÷åííûõ ýëåêòðîäîâ. Ïðè âîçáóæäåíèè
êîëåáàíèé òàêèõ ïüåçîýëåìåíòîâ òîêîì ñ àìïëèòóäîé I˜ çàäà÷à ìîæåò
áûòü ðåøåíà áåç êàêèõ-ëèáî ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé ìàòðèöû êîíå÷-
íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû ñëåäóþùèì îáðàçîì [121]: âíà÷àëå íà òîé æå ÷à-
ñòîòå âîçáóæäåíèß íàõîäèòñß ðåøåíèå çàäà÷è ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß íà ýëåêòðîäàõ ∆ϕ˜◦. Ðåøåíèå òàêîé çàäà-
÷è íå âûçûâàåò íèêàêèõ çàòðóäíåíèé. Ïî íàéäåííîìó ðåøåíèþ îïðå-
äåëßåòñß êîìïëåêñíîå ñîïðîòèâëåíèå R˜ ïüåçîýëåìåíòà íà äàííîé ÷à-
ñòîòå, êîòîðîå ßâëßåòñß õàðàêòåðèñòèêîé ïüåçîýëåìåíòà è íå çàâèñèò
îò ñïîñîáà âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé. Íåèçâåñòíîå (èñêîìîå) íàïðßæå-
íèå íà ýëåêòðîäàõ ∆ϕ˜1 îïðåäåëßåòñß ñîãëàñíî ôîðìóëå ∆ϕ˜1 = R˜ · I˜.
Ïðè ýòîì äëß íàõîæäåíèß ïîëåâûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýòîìó íàïðßæåíèþ (èëè çàäàííîìó òîêó I˜) íåò íåîá-
õîäèìîñòè â ïîâòîðíîì êîíå÷íîýëåìåíòíîì ðåøåíèè çàäà÷è. Äîñòàòî÷-
íî, â ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîé çàäà÷è, ïðîèçâåñòè ïðîñòîé ïåðåñ÷åò âñåõ
ïîëåâûõ âåëè÷èí, íàéäåííûõ äëß ∆ϕ˜◦, óìíîæèâ èõ íà êîýôôèöèåíò
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α˜ = ∆ϕ˜1/∆ϕ˜◦.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèß êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñèñòåìû, ñâß-
çàííûå ñ ðåàëèçàöèåé óñëîâèé ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè, ßâëßþòñß íåèç-
áåæíûìè.
Îïðåäåëèâ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèß àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
(5.21) ïåðåìåùåíèß è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë â óçëîâûõ òî÷êàõ, ïî
ôîðìóëàì (5.18) ìîæíà íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé è âåê-
òîðà íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß â ëþáîé òî÷êå ÷åòûðåõóãîëü-
íîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèß óêàçàííûõ âåëè÷èí
ðàçëè÷íà â ðàçíûõ òî÷êàõ ýëåìåíòà. Íàèáîëüøåé òî÷íîñòüþ, ïðàêòè-
÷åñêè ðàâíîé òî÷íîñòè óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé è ïîòåíöèàëîâ, îáëàäàþò
äåôîðìàöèè è íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß, íàéäåííûå â òî÷-
êàõ èíòåãðèðîâàíèß [128, 178]. Â íàñòîßùåé ðàáîòå âû÷èñëåíèß êîì-
ïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè è âåêòîðà íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëß ïî ôîðìóëàì (5.18), à òàêæå êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðßæåíèé è
âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ôîðìóëàì
σ˜zz = C˜zz ε˜zz + C˜zr ε˜rr + C˜zϕε˜ϕϕ + 2C˜zzr ε˜rz − e˜zzzE˜z − e˜rzzE˜r,
σ˜rr = C˜zr ε˜zz + C˜rr ε˜rr + C˜rϕε˜ϕϕ + 2C˜rzr ε˜rz − e˜zrrE˜z − e˜rrrE˜r,
σ˜ϕϕ= C˜zϕε˜zz+ C˜rϕε˜rr+ C˜ϕϕε˜ϕϕ+ 2C˜ϕzr ε˜rz− e˜zϕϕE˜z− e˜rϕϕE˜r,
σ˜rz= C˜zzr ε˜zz+ C˜rzr ε˜rr+ C˜ϕzr ε˜ϕϕ+ 2C˜zrzr ε˜rz− e˜zzrE˜z− e˜rzrE˜r,
D˜z = µ˜zzE˜z + µ˜zrE˜r + e˜zzz ε˜zz + e˜zrr ε˜rr + e˜zϕϕε˜ϕϕ + 2e˜zzr ε˜rz,
D˜r = µ˜zrE˜z + µ˜rrE˜r + e˜rzz ε˜zz + e˜rrr ε˜rr + e˜rϕϕε˜ϕϕ + 2e˜rzr ε˜rz
(5.26)
ïðîâîäßòñß â òî÷êàõ èíòåãðèðîâàíèß. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íàéäåííûå
çíà÷åíèß ìîãóò áûòü ýêñòðàïîëèðîâàíû íà îñòàëüíûå òî÷êè ýëåìåíòà
[178].
Ó÷èòûâàß âûðàæåíèå (5.15) äëß òåìïåðàòóðû è (5.19) äëß å¼ ïðîèç-
âîäíûõ, à òàêæå àïïðîêñèìèðóß òåìïåðàòóðó îêðóæàþùåé ñðåäû, êî-


















èç óñëîâèß ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà (5.12) ïîëó÷àåì ñèñòåìó N
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= 0 (i = 1, N). (5.28)
Äëß k-ãî óçëà (k = 1, 8) ýëåìåíòà m â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, êîãäà
ëþáàß ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ãðàíèöå ìåðè-





































[λzzΦkΦj + λrrΨkΨj + λzr (ΦkΨj +ΦjΨk)]×



































Äëß ñëó÷àß, êîãäà ñ ãðàíèöåé ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß òåëà ñîâ-
ïàäàåò îäíà ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà, íàïðèìåð, ñòîðîíà ñ íîìåðàìè











ϕ1 + αT2ϕ2 + αT5ϕ5
)
ϕkϕjrdl, (5.31)
ïðè÷¼ì, åñëè îäèí èç èíäåêñîâ k, j îòëè÷åí îò 1, 2, 5, òî L
m
kj = 0. Âõî-
äßùèå â (5.30) è (5.31) âåëè÷èíû ϕi, Φi,Ψi îïðåäåëßþòñß âûðàæåíèßìè
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(5.16), (5.20). Âûïîëíèâ íàä ñèñòåìîé (5.28) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà, äëß îïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû T â óçëàõ ðàçáèâêè ìåðèäè-
îíàëüíîãî ñå÷åíèß òåëà ïîëó÷àåì ñèñòåìó N ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðßäêà. Óðàâíåíèå, çàïèñàííîå äëß óçëà
























Ýòîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûå óñëîâèß
Tj =
◦
Tj ïðè t = t0 (j = 1, 8). (5.33)
Äëß ðåøåíèß ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè-







[T (t+∆t)− T (t)]. (5.34)
Äëß íàõîæäåíèß òåìïåðàòóðû â ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t èñïîëüçó-
þòñß óðàâíåíèß, íåèçâåñòíûå â êîòîðûõ çàïèñàíû òàêæå äëß çíà÷åíèß
t+∆t. Ýòî ïîçâîëßåò ðåàëèçîâàòü íåßâíóþ ñõåìó ðåøåíèß çàäà÷è, ò.å.
äëß îïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû ïîëó÷èòü N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ


























(k = 1, 8).
(5.35)
Ïåðåõîäß ê ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè óçëîâ è ñóììèðóß äëß êàæäîãî
óçëà âûðàæåíèß (5.35) ïî âñåì ýëåìåíòàì ðàçáèâêè ìåðèäèîíàëüíîãî
ñå÷åíèß, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò äàííûé óçåë, äëß íàõîæäåíèß òåìïå-
ðàòóðû â óçëîâûõ òî÷êàõ â ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t ïîëó÷àåì ñèñòåìó
N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà
N∑
j=1
AijTj(t+∆t) = Pi(t) (i = 1, N). (5.36)
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Ðåøåíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (5.21) è (5.36) íàõîäèòñß ìåòîäîì Ãàóññà áåç âûáîðà ãëàâíîãî ýëå-
ìåíòà.
Íåîáõîäèìàß ãóñòîòà ñåòêè ýëåìåíòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ýëåêòðî-
âßçêîóïðóãîñòè îïðåäåëßåòñß ïóò¼ì ðåøåíèß îäíîé è òîé æå çàäà÷è
ïðè ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ñîïîñòàâëåíèåì ðå-
çóëüòàòîâ, à òàêæå ïðîâåðêîé óäîâëåòâîðåíèß ðåøåíèé åñòåñòâåííûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèßì. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ãóñòîòà
ðàçáèâêè è òî÷êè èíòåãðèðîâàíèß âûáèðàþòñß òàêèìè, êàê è ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è ýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè. Äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß âû÷èñëß-
åòñß â òî÷êàõ èíòåãðèðîâàíèß. Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå øàãà âî âðåìåíè
âûáèðàåòñß ïóò¼ì ðåøåíèß îäíîé è òîé æå çàäà÷è ñ ðàçíûì øàãîì ïî
âðåìåíè ñ ïîñëåäóþùèì ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñß íà íàõîæäåíèè â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîãî
êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïîäõîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò ïüåçîýëåìåí-
òà. Ïîñêîëüêó ïîòåðè ñóùåñòâåííî íå âëèßþò íà ðåçîíàíñíûå è àíòèðå-
çîíàíñíûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé, íàõîæäåíèå ýòèõ ÷àñòîò ìîæíî ïðîâî-
äèòü, èñïîëüçóß ýëåêòðîóïðóãóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Äëß ýòîãî íåîáõî-
äèìî îòáðîñèòü ìíèìûå ÷àñòè â ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîíñòàíòàõ ìàòå-
ðèàëà è âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèßõ ýëåêòðîìåõàíèêè âñå
âåëè÷èíû ñ÷èòàòü äåéñòâèòåëüíûìè. Â îáùåì ñëó÷àå òåìïåðàòóðíîé
çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ èìååì ýëåêòðîóïðóãóþ çàäà÷ó äëß íåîäíîðîäíîãî
ìàòåðèàëà.
Ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ìîæíî íàõîäèòü â ðàìêàõ ðåøåíèß îáîáùåí-
íîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß ñâîáîäíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ êîëå-
áàíèé ïüåçîýëåìåíòà, âû÷èñëßß îïðåäåëèòåëü êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñè-
ñòåìû
det([K]− ω2[M ]). (5.37)
Èç ïîëó÷àåìîãî òàêèì îáðàçîì ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà íå âñå ÷àñòîòû
âîçáóæäàþòñß ïðè ýëåêòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ñ çàäàííûì
ðàñïîëîæåíèåì ýëåêòðîäîâ. Äëß âûßâëåíèß âîçáóæäàåìûõ ðåçîíàíñ-
íûõ ÷àñòîò íåîáõîäèìî ïðîñ÷èòûâàòü çàäà÷ó ïîëíîñòüþ íà êàæäîé ÷à-
ñòîòå ñïåêòðà, íàéäåííîãî ñ ïîìîùüþ (5.37).
×òî êàñàåòñß àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò, òî èõ íàõîæäåíèå â ðàìêàõ
îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß âîçìîæíî òîëüêî ïðè çíà-
÷èòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèßõ ãëîáàëüíîé ìàòðèöû, ïðè êîòîðûõ å¼ ïåð-
âîíà÷àëüíî ëåíòî÷íàß ñòðóêòóðà íàðóøàåòñß [181].
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Â äàííîé êíèãå ðåçîíàíñíûå è àíòèðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû íàõîäßòñß â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèß çàäà÷ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèß ýëåêòðîóïðóãîãî
òåëà, âîçáóæäàåìîãî ýëåêòðè÷åñêèì íàïðßæåíèåì íà ýëåêòðîäàõ. Ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñß ïåðåìåíà çíàêà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà ýëåêòðîäà Q
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåçîíàíñíûå (Q = ∞) è àíòèðåçîíàíñíûå (Q = 0)
÷àñòîòû.
Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî âûøå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïîäõîäà ïîëó-
÷åíû ðåøåíèß ðßäà çàäà÷ òåðìîìåõàíèêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Ýòè
ðåøåíèß îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [60, 71, 112 è äð.]. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ
óêàçàííûõ ðàáîò ïðåäñòàâëåíà íèæå.
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîíè÷åñêèõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, îá-
ðàçîâàííûõ âðàùåíèåì ïðßìîóãîëüíèêà, îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî íà-
õîäèòñß íà ïîñòîßííîì ðàññòîßíèè îò îñè âðàùåíèß (ðèñ. 5.3).
Ðèñ. 5.3.
Ïîâîðà÷èâàß ïðßìîóãîëüíèê âîêðóã ýòîé âåðøèíû, ïîëó÷àåì ðàç-
ëè÷íûå êîíóñû ñ ïåðåìåííûì óãëîì êîíóñíîñòè α. Êîëåáàíèß âîçáóæ-
äàþòñß ãàðìîíè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ ∆ϕeiωt, ïîäâîäèìîé ê
ýëåêòðîäèðîâàííûì êîíè÷åñêèì ïîâåðõíîñòßì. Ýëåìåíòû ñâîáîäíû îò
ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïîëßðèçàöèß ïüåçîêåðàìèêè òîëùèííàß. Ïî
âñåé ïîâåðõíîñòè ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëßåòñß êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí
ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîîòäà÷è αò = const è ïðè òåìïåðàòóðå âíåøíåé
ñðåäû T ñ = const. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî
ïîëß è òåïëîâîãî ïîëß âèáðîðàçîãðåâà èìååò ìåñòî îñåâàß ñèììåòðèß.
Ýëåêòðîóïðóãèå êîëåáàíèß ðàññìàòðèâàåìûõ êîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [17, 35].
Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëåå ïðîñòîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè, êîãäà çàâèñèìîñòü
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû íå ó÷èòûâàåòñß. Ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëàõ ïðåîáðàçîâàíèß (5.14),
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ñîîòâåòñòâóþò ïüåçîêåðàìèêå ÖÒÑ19 [136]:
C˜
E
11 = 11, 2(1 + 0, 0132i) · C0, C˜
E
12 = 6, 42(1 + 0, 0152i) · C0,
C˜
E
13 = 6, 22(1 + 0, 0182i) · C0, C˜
E
33 = 10, 6(1 + 0, 0162i) · C0,
C˜
E
55 = 2, 49(1 + 0, 0157i) · C0, C0 = 10
10
Ïà,
e˜31 = −3, 4(1− 0, 034i) · e0, e˜33 = 15, 1(1− 0, 0073i) · e0,
e˜15 = 9, 45(1− 0, 0093i) · e0, e0 = 1Ê/ ì2,




Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî λzz = λrr = λ, λzr = 0.
Òî÷êà ïîâîðîòà ïðßìîóãîëüíèêà íàõîäèòñß îò îñè âðàùåíèß íà ðàñ-
ñòîßíèè 2, 5 ìì. Ïðßìîóãîëüíèê âðàùåíèß èìååò ðàçìåðû: h = 5 ìì,
l = 30 ìì. Äëß òåïëîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðèíèìàëèñü ñëåäó-
þùèå çíà÷åíèß: λ = 1, 25 Âòì·ãðàä ; cò =
λ
ρ · aò ; ρ = 7, 74 · 103
êã
ì3 ;
aò = 0, 4 · 10−6ì2ñ . Ñ÷èòàëîñü òàêæå, ÷òî T ñ = 20◦C, αò = 5 Âòì2· ãðàä .
Ýëåêòðè÷åñêàß íàãðóçêà ∆ϕ = 12 B.
Ðèñ. 5.4. Ðèñ. 5.5.
Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàí ðàñ÷åòíûé ÷àñòîòíûé ñïåêòð ïåðâûõ øåñòè ðåçî-
íàíñíûõ ÷àñòîò â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïîëóðàñòâîðà α. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì ÷àñòîòàì çíà÷åíèß ÊÝÌÑ, âû÷èñëßåìûå ïî ôîðìóëàì (4.29),
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.5.
Â òàáë. 5.1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèß ïåðâûõ ÷åòûðåõ ðåçîíàíñíûõ ÷à-
ñòîò ïðè α = 20◦, 30◦, 40◦, íàéäåííûõ ñ ïîìîùüþ èñïîëüçóåìîãî â äàí-
íîé ðàáîòå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïîäõîäà (I), è ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìå-
ðåííûõ çíà÷åíèé (II) [35].
Ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæíî
ñ÷èòàòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Ïîäòâåðæäàåòñß òàêæå ôàêò [35],
÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà êîíóñíîñòè íîìåðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêè ñèëü-
íûõ ìîä óìåíüøàþòñß.
Íàèáîëüøåé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñâßçàííîñòüþ ïðè α > 20◦ õàðàê-
òåðèçóåòñß òðåòüß ìîäà, êîòîðàß äëß ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèß α = 90◦ ñî-
îòâåòñòâóåò ðàäèàëüíîìó ðåçîíàíñó äèñêà ñ ÷àñòîòîé 31, 13 êÃö. Ðàñ÷¼ò
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Òàáëèöà 5.1. Âû÷èñëåííûå è ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûå ðåçîíàíñ-
íûå ÷àñòîòû
α, Ìåòîä Íîìåð ìîäû
( ãðàä) îïðåäåëåíèß 1 2 3 4
20 I 31,41 41,94 57,96 61,51
II 31,20 41,65 56,54 60,77
30 I 23,85 36,02 53,32 55,98
II 23,55 35,48 52,51 54,81
40 I 19,05 31,68 47,38 54,10
II 18,82 31,11 46,37 52,66
äèñêà ñ ó÷åòîì ïðèíßòèß ãèïîòåç îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî
ñîñòîßíèß äëß ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ [62] äà¼ò çíà÷åíèå ÷àñòîòû
31, 2 êÃö.
Ðèñ. 5.6.
Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèß ñòàöèîíàðíîé òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíî-
ãî ðàçîãðåâà âäîëü îñè íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà äëß ïüåçî-
àêòèâíîé òðåòüåé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ïðè óãëàõ ïîëóðàñòâîðà α =
= 20◦, 30◦, 40◦, 80◦ ïîêàçàí íà ðèñ. 5.6 êðèâûìè 1, 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà
ïî äëèíå êîíóñà ìîæåò áûòü âåñüìà íåðàâíîìåðíûì. Èìåþùèåñß îòëè-
÷èß â ïîâåäåíèè êðèâûõ íà ðèñ. 5.6 îáúßñíßþòñß òåì, ÷òî ñ èçìåíåíèåì
óãëà α èçìåíßåòñß è ôîðìà êîëåáàíèé ýëåìåíòà. Èçìåíßåìîñòü ôîð-
ìû êîëåáàíèé ïðè óâåëè÷åíèè α õàðàêòåðíà òàêæå äëß ëþáîé äðóãîé
êðèâîé èç ðèñ. 5.4.
 4. Âßçêîóïðóãèé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé ïîëûé êðóãîâîé öè-
ëèíäð êîíå÷íîé äëèíû
Ñëåäóß ðàáîòå [89], ðàññìîòðèì ïîëûé êðóãîâîé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé
öèëèíäð ñ îñüþ âðàùåíèß z. Âíóòðåííþþ (r = r1) è âíåøíþþ (r = r2)
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñ÷èòàåì ïîëíîñòüþ ïîêðûòûìè ýëåêòðîäàìè, ê
êîòîðûì ïðèêëàäûâàåòñß ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå ∆ϕ cosωt. Òîðöû
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öèëèíäðà z = ±l íå ýëåêòðîäèðîâàíû. Ïîëßðèçàöèß öèëèíäðà òîëùèí-
íàß. Ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïî âñåé ãðàíè-
öå öèëèíäðà ïðåäïîëàãàåòñß êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé




Ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñèììåòðèè çàäà÷è ïðè âû÷èñëåíèßõ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ÷åòâåðòü ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß öèëèíäðà (ðèñ. 5.7). Ïðè-
íèìàþòñß ñëåäóþùèå çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ: r1 = 0, 008 ì; r2 = 0, 012 ì;
αò = 300 Bòì2·ãðàä; ρ = 7500êã
/
ì3 . Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòåðèàë ßâëßåòñß èçîòðîïíûì îòíîñèòåëüíî òåï-
ëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ïðè ýòîì çíà÷åíèß êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîä-
íîñòè è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè âîçüìåì òàêèìè æå, êàê è â  3. Äëß
íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû öèëèíäðà ïðèìåì
◦
T = T c = 20◦C.
Ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âçßòû èç
ðàáîò [60, 89] è ñîîòâåòñòâóþò öèëèíäðó èç ïüåçîêåðàìèêè ÖÒÑòÁÑ2.
Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé ïüåçî-
êåðàìèêè, ïðèâåäåííûå â ìîíîãðàôèè [58] â âèäå ãðàôèêîâ, àïïðîê-
ñèìèðîâàëèñü â ðàáîòå [89] ñëåäóþùèìè âûðàæåíèßìè äëß ñîñòàâëß-
























1 + βij (T − T1) + β′ij (T − T1)2
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1 + ηkl (T − T1) + η′kl (T − T1)2
]












1 + θmn (T − T1) + θ′mn (T − T1)2
]
(mn = 11, 33) .
(5.38)
Çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ â (5.38) ñëåäóþùèå:
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S011 = 12, 5 · S0; S012 = −4, 62 · S0; S013 = −5, 42 · S0; S055 = 39, 7 · S0;
S033 = 14, 8 · S0; S0 = 10−12Ïà−1; d033 = 330 · d0; d031 = −160 · d0;
d015 = 450 · d0; d0 = 10−12Kë /H ; µ011 = 1850 · ε0; µ033 = 2100 · ε0;
ε0 = 8, 8542 · 10−12Ô /ì ; δE11 = 0, 0016; δE13 = −0, 0015; δ
E
33 = 0, 00125;
δ
E
55 = 0, 0014; δ
E
12 = 0, 0014; δ
P
33 = 0, 003; δ
P
31 = 0, 004; δ
P
15 = 0, 0035;
δσ11 = 0, 005; δ
σ
33 = 0, 0035; α11 = 4, 667 · α0; α12 = 10, 46 · α0;
α13 = −9, 686 · α0; α55 = 10, 83 · α0; α33 = 6, 475 · α0; β11 = 7, 813 · α0;
β13 = 96, 67 · α0; β33 = 190, 7 · α0; β55 = 135, 71 · α0; β12 = 234, 8 · α0;
ξ33 = 28, 41 · α0; ξ31 = 8, 333 · α0; ξ15 = 3, 704 · α0; η33 = 94, 44 · α0;
η31 = 156, 3 · α0; η15 = 10, 71 · α0; γ11 = 11, 26 · α0; γ33 = 17, 86 · α0;
θ11 = 75 · α0; θ33 = 154, 8 · α0; α0 = 10−4ãðàä−1; α′33 = −0, 5161 · β0;
β′11 = 3, 906 · β0; β′13 = −3, 333 · β0; β′33 = −10, 67 · β0; β′55 = −7, 143 · β0;
β′12 = −41, 96 · β0; ξ′33 = 0, 4735 · β0; ξ′31 = 1, 389 · β0; ξ′15 = 0, 6173 · β0;
η′33 = 8, 333 · β0; η′31 = 12, 15 · β0; η′15 = 3, 77 · β0; γ′11 = 5, 631 · β0;
γ′33 = 5, 622 · β0; θ′11 = 12, 5 · β0; θ′33 = 5, 952 · β0; β0 = 10−5ãðàä−2;
β′′12 = 2, 455 · 10−6ãðàä−3; T1 = 20◦Ñ.
Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû âû-
ðàæåíà â âåëè÷èíàõ S˜
E
ij , d˜kl è µ˜σmn, à îñíîâíûå ñîîòíîøåíèß  1 è  2
çàïèñàíû â òåðìèíàõ âåëè÷èí C˜
E










































































































Íà ðèñ. 5.8 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îò äëèíû öèëèíäðà çíà÷åíèé
ïåðâûõ òðåõ åãî ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ÷àñòîòàì
çíà÷åíèé ÊÝÌÑ. Çäåñü r0 = (r1 + r2)/2. Äëß öèëèíäðîâ ñîèçìåðèìûõ
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Ðèñ. 5.8.
ðàçìåðîâ (1 < l/r0 < 2) êîëåáàíèß íà ïåðâîé è òðåòüåé ðåçîíàíñíûõ ÷à-
ñòîòàõ îòîæäåñòâëßþòñß ñîîòâåòñòâåííî ñ îáúåìíûìè ïðîòèâîôàçíîé
è ñèíôàçíîé ìîäàìè, îïèñàííûìè Äðóìãåëëåðîì è Êàëíèíñîì [185].
Â ïåðâîé ìîäå ïðè ðàñøèðåíèè öèëèíäðà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè
îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå åãî äëèíû. Â ñèíôàçíîé ìîäå
ðàñøèðåíèå è óäëèíåíèå ïðîèñõîäßò îäíîâðåìåííî. Âòîðàß, èçãèáíàß
ìîäà â [185] ïðîïóùåíà. Åé ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîôàçíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ äâóìß óçëîâûìè îêðóæíîñòßìè ïî äëèíå öèëèíäðà ðàäèàëüíîé
êîìïîíåíòû ñìåùåíèß. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5.8, íàèáîëüøåé ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîé ñâßçàííîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñß îáúåìíàß ñèíôàçíàß ìîäà êî-
ëåáàíèé.
Ðèñ. 5.9.
Íà ðèñ. 5.9 ïîêàçàíû èçìåíåíèß ñ ÷àñòîòîé ÊÝÌÑ è ÊÇÝÌÊ (êî-
ýôôèöèåíòà çàòóõàíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé) â äèàïàçîíå,
âêëþ÷àþùåì òðè ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòû äëß öèëèíäðà äëèíîé
l = 0, 015 ì.
Ðèñ. 5.10. Ðèñ. 5.11.
Íà ðèñ. 5.10 äëß l = 0, 015 ì è ∆ϕ = 100 B ïîêàçàíà ÷àñòîòíàß çàâè-
ñèìîñòü àìïëèòóäû òîêà ñìåùåíèß I = |iω (Q′0 + iQ′′0)|, ãäå Q′0 + iQ′′0 
êîìïëåêñíàß àìïëèòóäà çàðßäà íà ýëåêòðîäå. Øòðèõîâàß ëèíèß ñîîò-
âåòñòâóåò ýëåêòðîóïðóãîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, à ñïëîøíàß  ðåøåíèþ ñ
ó÷åòîì âßçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ñ íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòó-
ðû ñâîéñòâàìè.
Äëß îöåíêè ýôôåêòîâ, ïîðîæäàåìûõ çàâèñèìîñòüþ ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû âûáèðàëàñü îêðåñò-
íîñòü òðåòüåãî ðåçîíàíñà öèëèíäðà ïðè l = 0, 015ì. Íà ðèñ. 5.11 ïîêà-
çàíà ÷àñòîòíàß çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñß òåìïåðàòóðû âèáðîðàçî-
ãðåâà â òî÷êàõ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ëåæàùèõ â ñå÷åíèè
z = 0 (∆ϕ = 12 B). Çäåñü è äàëüøå ñïëîøíûå ëèíèè îòâå÷àþò îáùåìó
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ñëó÷àþ çàâèñßùèõ îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, à øòðèõîâûå 
ñëó÷àþ, êîãäà ýòà çàâèñèìîñòü íå ó÷èòûâàåòñß (â ñîîòíîøåíèßõ (5.38)
ïîëàãàåòñß T = T1). Âèäíî, ÷òî ó÷åò òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîìàòåðèàëà ïðèâîäèò íå òîëüêî ê
êîëè÷åñòâåííîìó, íî è ê êà÷åñòâåííîìó îòëè÷èþ ðåçóëüòàòîâ. Îí ïîç-
âîëßåò âûßâèòü ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèß òåìïåðà-
òóðû ðàçîãðåâà. Ïðè âîçðàñòàíèè ÷àñòîòû ïðîèñõîäèò ïåðåñêîê èç òî÷-
êè I íà íèçêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè
(
ωI = 4, 2455 · 105 ðàä/ ñ
)
â òî÷êó II
íà âûñîêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè. Ïîä ïåðåñêîêîì ïîíèìàåòñß ñèòóàöèß,
êîãäà äëß ω < ωI ðåàëèçóåòñß íèçêîòåìïåðàòóðíîå óñòàíîâèâøååñß ñî-
ñòîßíèå, à äëß ω > ωI  âûñîêîòåìïåðàòóðíîå. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè-
÷åíèè ÷àñòîòû ðåàëèçóåòñß ó÷àñòîê II  III. Ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû
ïðîöåññ èäåò ïî ó÷àñòêó III  IV. Èç òî÷êè IV ïðîèñõîäèò ïåðåñêîê â
òî÷êó V íà íèçêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè
(
ωIV = 4, 2345 · 105ðàä/ñ
)
.
Â äèàïàçîíå ÷àñòîò ωIV < ω < ωI íåëèíåéíàß ñèñòåìà (öèëèíäð)
èìååò äâà óñòîé÷èâûõ ñîñòîßíèß (ó÷àñòêè V  I è IV  II). Ðåàëèçàöèß
òîãî èëè äðóãîãî ñîñòîßíèß çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß ñèñòåìû.
Â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà äàæå äëß íèçêîãî óðîâíß ýëåêòðè÷åñêîãî
âîçáóæäåíèß (∆ϕ = 12 B) òåìïåðàòóðà äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà äî-
ñòèãàåò çíà÷èòåëüíîé âåëè÷èíû. Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèå åå ïî îáúåìó
öèëèíäðà âåñüìà íåðàâíîìåðíî. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè
âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ñîñòîßíèß äëß ω = 4, 235 · 105ðàä/ñ ìàêñèìàëü-
íîå ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè öèëèíäðà T −
◦
T =
= 89, 5◦C, òîãäà êàê íà òîðöàõ T −
◦
T = 7, 7◦C.
Èçìåíåíèß àìïëèòóä ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí ñ ÷à-
ñòîòîé äëß óñòàíîâèâøèõñß ñîñòîßíèé àíàëîãè÷íû èçìåíåíèþ òåìïåðà-
òóðû.
Ðèñ. 5.12. Ðèñ. 5.13.
Íà ðèñóíêå 5.12 ïîêàçàíà, íàïðèìåð, ÷àñòîòíàß çàâèñèìîñòü óñòàíî-
âèâøåéñß àìïëèòóäû òîêà ñìåùåíèß.
Ïðè ïîñòðîåíèè ó÷àñòêîâ íåîäíîçíà÷íîñòè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê
èñïîëüçîâàëñß ïðèåì ïðîäîëæåíèß ðåøåíèß ïî ÷àñòîòå íàãðóæåíèß [60].
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëß óñòàíîâèâøåãîñß ñîñòîßíèß íà ÷àñòîòå
ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà
(
ω = 4, 2506 · 105ðàä/ñ) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.13,
5.14 è 5.15.
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Ðèñ. 5.14.
Íà ðèñ. 5.13 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû è àìïëèòóä ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ðàäèàëüíîé ñîñòàâëßþùåé èíäóêöèè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëß, îêðóæíîãî (êðèâûå 1) è îñåâîãî (êðèâûå 2) íàïðßæåíèé
ïî òîëùèíå öèëèíäðà â ñå÷åíèè z = 0. Çäåñü ξ = (r − r1) / (r2 − r1).
Ââèäó ìàëîñòè òîëùèíû öèëèíäðà òåìïåðàòóðà èçìåíßåòñß ïî òîëùèíå
íåçíà÷èòåëüíî. Èçìåíåíèå àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íî-
ñèò êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð ñ âåðøèíîé ïàðàáîëû, ïðèìåðíî, â ñðåäíåé
òî÷êå ñå÷åíèß. Õàðàêòåð èçìåíåíèß ïî òîëùèíå ðàäèàëüíîé ñîñòàâëß-
þùåé èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé áëè-
çîê ê ëèíåéíîìó, ïðè÷åì èçìåíåíèå àìïëèòóäû îñåâîãî íàïðßæåíèß
íåçíà÷èòåëüíî, íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì èçìåíåíèå àìïëèòóäû îêðóæíîãî
íàïðßæåíèß. Áîëüøèå ìåõàíè÷åñêèå íàïðßæåíèß â öåíòðàëüíîé ÷àñòè
öèëèíäðà ñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòè åãî ìåõàíè÷åñêîãî ïîâðåæäå-
íèß íà ÷àñòîòå ðåçîíàíñà äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ óðîâíßõ ýëåêòðè-
÷åñêîãî âîçáóæäåíèß (∆ϕ = 12 B).
Ïîâåäåíèå óêàçàííûõ íà ðèñ. 5.13 âåëè÷èí â ëþáîì äðóãîì ñå÷åíèè
z = const êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íîå.
Êàê âèäíî èç ðèñ. 5.13, ó÷åò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåì-
ïåðàòóðû ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé âèáðîðàçîãðåâà
è àìïëèòóä ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèß ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà íà ýëåê-
òðîäèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî ñóäèòü èç ðèñ. 5.14, ãäå ïîêàçàíî
èçìåíåíèå àìïëèòóäû
∣∣D˜r∣∣ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëßþùåé âåêòîðà èíäóê-
öèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß (ðàâíîé â äàííîì ñëó÷àå àìïëèòóäå íîðìàëü-
íîé ñîñòàâëßþùåé) âäîëü äëèíû öèëèíäðà íà åãî âíóòðåííåé ïîâåðõ-
íîñòè (r = r1). Çäåñü η = z/l. Âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
çàðßäà óìåíüøàåòñß ïî íàïðàâëåíèþ ê êðàßì öèëèíäðà ïî êâàäðàòè÷-
íîìó çàêîíó. Õàðàêòåð èçìåíåíèß
∣∣D˜r∣∣ âäîëü äëèíû öèëèíäðà íà âíåø-
íåé (r = r2) ïîâåðõíîñòè, êàê è íà ëþáîé âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè r =
= const (r1 < r < r2) àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîìó íà ðèñ. 5.14.
Øòðèõ-ïóíêòèðíîé êðèâîé äëß ñëó÷àß íåçàâèñßùèõ îò òåìïåðàòó-
ðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïîêàçàíî èçìåíåíèå àìïëèòóäû îñåâîé ñîñòàâëß-
þùåé
∣∣D˜z∣∣ âåêòîðà èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß âäîëü äëèíû öèëèí-
äðà â òî÷êàõ åãî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè r = (r2 − r1)/2. Âèäíî, ÷òî îò-
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êëîíåíèå âåêòîðà èíäóêöèè îò ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèß íåçíà÷èòåëüíî
äàæå â òî÷êàõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé
∣∣D˜z∣∣.
Ðèñ. 5.15.
Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöè-
àëà âäîëü îñè íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, à òàêæå àìïëèòóä
îêðóæåííîãî (êðèâûå 1) è îñåâîãî (êðèâûå 2) íàïðßæåíèé ñîîòâåòñòâåí-
íî íà âíóòðåííåé (r = r1) è âíåøíåé (r = r2) öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòßõ ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.15. Âèíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû äèñ-
ñèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ïî äëèíå öèëèíäðà âåñüìà íåðàâíîìåðíî. Ìîæ-
íî îòìåòèòü ñëîæíûé õàðàêòåð èçìåíåíèß àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà.
Ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 5.15 øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèåé ðàñïðåäåëå-
íèå (äëß ñëó÷àß íåçàâèñßùèõ îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà) àì-
ïëèòóäû îñåâîé ñîñòàâëßþùåé
∣∣E˜z∣∣ âåêòîðà íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëß âäîëü ñðåäèííîé ëèíèè óêàçûâàåò íà òî÷êè ïåðåãèáà êðè-
âîé äëß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðèìåðíî, â ñå÷åíèßõ η = 0, 25 è
η = 0, 875. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà äîñòèãàåòñß
â ñå÷åíèè η = 0, 5 (òî÷êè, â êîòîðûõ
∣∣E˜z∣∣ ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèß).
Èçìåíåíèß àìïëèòóä ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé
∣∣σ˜ϕ∣∣ è ∣∣σ˜z∣∣ ïî äëèíå
öèëèíäðà íîñßò êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
ðàäèàëüíîå íàïðßæåíèå (ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
∣∣σ˜r∣∣ äîñòèãàåòñß â òî÷-
êàõ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (r = (r2 − r1)/2), ëåæàùèõ â ñå÷åíèè z = 0)
è êàñàòåëüíîå íàïðßæåíèå
(
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå |σ˜zr| äîñòèãàåòñß â
òî÷êàõ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ëåæàùèõ â ñå÷åíèè z = l/2
)
íå âíîñßò
ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå öèëèíäðà, ïîñêîëüêó
îíè çíà÷èòåëüíî íèæå íàïðßæåíèé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 5.15.
Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà âî âðåìåíè â òî÷-
êàõ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ëåæàùèõ â ñå÷åíèè z = 0, ïðè ω = 4, 25×
×105ðàä/ñ ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.16.
Ðèñ. 5.16. Ðèñ. 5.17.
Íà ðèñ. 5.17 äëß ýòèõ æå òî÷åê öèëèíäðà (ñëó÷àé íåçàâèñßùèõ îò
òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà) ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü òåìïåðà-
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òóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà îò àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè
∆ϕ íà ÷àñòîòå ω = 4, 23·105ðàä/ñ. Ýòà çàâèñèìîñòü íîñèò êâàäðàòè÷íûé
õàðàêòåð, ÷òî ñîãëàñóåòñß ñ âûðàæåíèåì äëß äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè
(1.188).
Èç ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåì-
ïåðàòóðû ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ óðîâíß ðàçîãðåâà öèëèíäðà è ïîßâëå-
íèþ íåîäíîçíà÷íîñòè àìïëèòóäíî- è òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê â îêðåñòíîñòè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñó-
ùåñòâîâàíèè íåñêîëüêèõ êîëåáàòåëüíûõ è òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (öèëèíäð). Êîëè÷åñòâåííîå îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ
ñóùåñòâåííî òîëüêî â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ðåçîíàíñà. Â îáëà-
ñòè æå ÷àñòîò, äàëåêèõ îò ðåçîíàíñíîé, ýëåêòðè÷åñêèå, ìåõàíè÷åñêèå è
òåïëîâûå ïîëß öèëèíäðà ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû áåç ó÷åòà çàâèñèìîñòè
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû.
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Ðàññìîòðèì â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëûé íåçàìêíó-
òûé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé øàð, ïîëîâèíà ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß êî-
òîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.18. Âíóòðåííßß (r = r1) è âíåøíßß (r = r2)
ïîâåðõíîñòè øàðà ïîëíîñòüþ ïîêðûòû ýëåêòðîäàìè, ê êîòîðûì ïðèêëà-
äûâàåòñß ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå ∆ϕ cosωt. Ïîâåðõíîñòü îòâåðñòèß
Ðèñ. 5.18.
θ = θ0 íåýëåêòðîäèðîâàíà. Ïîëßðèçàöèß ðàäèàëüíàß. Ïîâåðõíîñòü øàðà
ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ñôåðè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòßõ è íà ïîâåðõíîñòè îòâåðñòèß ïðåäïîëàãàåòñß êîí-






ñîîòâåòñòâåííî) ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåìïåðàòóðû T c. Íà÷àëüíàß òåì-
ïåðàòóðà øàðà 
◦
T . Ïðèíèìàëîñü, ÷òî: r1 = 0, 02 ì, r2 = 0, 025ì,
∆ϕ = 12B,
◦
T = T c = 20◦C, αT1 = αT3 = 250
Bò
ì2·ãðàä, αT2 = 25
Bò
ì2·ãðàä.
Òåïëîôèçè÷åñêèå è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïüåçîìàòåðè-
àëà òàêèå æå, êàê è â  4. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäèòñß â
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, äîëæíû èñïîëüçîâàòüñß ôîðìóëû
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ïðåîáðàçîâàíèß (5.14).
5.1 Ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âëèßíèß âåëè÷èíû îòâåð-
ñòèß íà ðåçîíàíñíûå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèß è äèññèïàòèâíûé
ðàçîãðåâ øàðà. Äàííàß çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäïîëîæåíèè íåçà-
âèñßùèõ îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Çíà÷åíèß θ0 âûáèðàëèñü
Òàáëèöà 5.2.
θ0 ω˜1 ô. ký ψ ·103 ω˜2 ô. ký ψ ·103
5◦ 1,1089 1 0,095 19,22 1,5681 2 0,025 13,20
10◦ 1,1122 1 0,005 11,52 1,5686 2 0,008 8,22
15◦ 1,1191 1 0,001 9,66 1,5616 2 0,020 7,65
20◦ 1,1295 1 0,023 9,23 1,6067 2 0,025 7,42
25◦ 1,1434 1 0,023 9,05 1,6418 2 0,041 7,25
30◦ 1,1602 1 0,031 8,93 1,6842 2 0,060 7,10
θ0 ω˜3 ô. ký ψ ·103 ω˜4 ô. ký ψ ·103
5◦ 2,1395 3 0,021 7,96 2,5971 4 0,617 11,47
10◦ 2,1438 3 0,024 6,52 2,5714 4 0,609 11,40
15◦ 2,1791 3 0,043 6,34 2,5040 4 0,572 11,20
20◦ 2,2329 3 0,128 6,35 2,3816 4 0,484 10,74
25◦ 2,2037 7 0,394 9,97 2,3362 3 0,154 6,76
30◦ 2,0705 7 0,354 10,32 2,4226 3 0,049 6,17
θ0 ω˜5 ô. ký ψ ·103 ω˜6 ô. ký ψ ·103
5◦ 1,1089 5 0,095 19,22 1,5681 6 0,025 13,20
10◦ 1,1122 5 0,005 11,52 1,5686 6 0,008 8,22
15◦ 1,1191 6 0,001 9,66 1,5616 5 0,020 7,65
20◦ 1,1295 6 0,023 9,23 1,6067 5 0,025 7,42
25◦ 1,1434 6 0,023 9,05 1,6418 5 0,041 7,25
30◦ 1,1602 6 0,031 8,93 1,6842 5 0,060 7,10
â ïðîìåæóòêå îò 5◦ äî 30◦. Ñïåêòð ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò äëß êàæäîãî èç
ïðèâåäåííûõ â òàáë. 5.2 çíà÷åíèé θ0 îãðàíè÷èâàëñß ïåðâûìè øåñòüþ
ðåçîíàíñàìè. Çíà÷åíèß ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå â
áåçìåðíîì âèäå ω˜ = ω ·10−5c/ðàä. Äëß êàæäîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ω˜N
óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå åé ôîðìà êîëåáàíèé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
øàðà, èçîáðàæåííàß íà ðèñ. 5.19, ÊÝÌÑ è ÊÇÝÌÊ.
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Ðèñ. 5.19.
Äëß ñðàâíåíèß îòìåòèì, ÷òî äëß îñíîâíîé ìîäû çàìêíóòîãî øà-
ðà (θ0 = 0) ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà ω˜ = 2, 6033, âåëè÷èíû ÊÝÌÑ è ÊÇ-







T íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ðàâíà 3,44 ïðè αT2 = 0.
Îòìåòèì õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ñïåêòðà. Ïåð-
âàß è âòîðàß ìîäû êîëåáàíèé øàðà äëß âñåõ θ0 èç ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ïðîìåæóòêà ßâëßþòñß òðóäíî âîçáóäèìûìè (ký  ìàë). Ýòè ìîäû
 èçãèáíûå, ñ ïðîòèâîôàçíûì ðàñïðåäåëåíèåì ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèß
ur âäîëü ìåðèäèàíà ñîîòâåòñòâåííî ñ äâóìß è òðåìß óçëîâûìè îêðóæ-
íîñòßìè (ôîðìû 1 è 2 íà ðèñ. 5.19), ïîëîæåíèå êîòîðûõ ìåíßåòñß ñ
èçìåíåíèåì θ0.
Èçãèáíàß òðåòüß ìîäà äëß ìàëûõ âåëè÷èí θ0 (ôîðìà 3 ñ ÷åòûðüìß
óçëîâûìè îêðóæíîñòßìè äëß ur) òàêæå õàðàêòåðèçóåòñß ñëàáîé ñâß-
çàííîñòüþ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé. Îäíàêî äëß áîëüøèõ
çíà÷åíèé θ0 êîëåáàíèß ïðèîáðåòàþò âèä 7 ñ îäíîé óçëîâîé îêðóæíî-
ñòüþ äëß ur è ký ðåçêî âîçðàñòàåò.
×åòâåðòàß ìîäà äëß âåëè÷èí θ0, íå ïðåâûøàþùèõ 20◦, õàðàêòåðè-
çóåòñß ñèëüíîé ñâßçàííîñòüþ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé; ký
äîñòèãàåò ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé. Äëß êîëåáàíèé õàðàêòåðíî
ñèíôàçíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèß âäîëü ìåðèäèàíà
(ôîðìà 4), ïðè÷åì äëß ìàëûõ θ0 (äî 10◦) ur ïðàêòè÷åñêè ïîñòîßííî
âäîëü ìåðèäèàíà è çíà÷èòåëüíî ïðåîáëàäàåò íàä òàíãåíöèàëüíîé êîì-
ïîíåíòîé ïåðåìåùåíèß uθ. Çíà÷åíèß ký è ω˜4 áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì çíà÷åíèßì äëß çàìêíóòîãî øàðà. Ñ óâåëè÷åíèåì îòâåðñòèß ðàâ-
íîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèß ur âäîëü ìåðèäèàíà íàðóøàåòñß è ïðè θ0,
áoëüøèõ 20◦, êîëåáàíèß ïðèîáðåòàþò èçãèáíûé õàðàêòåð (ôîðìà 3), ký
ïðè ýòîì ðåçêî ïàäàåò.
Íàèáîëåå ïüåçîàêòèâíîé äëß áîëüøèõ çíà÷åíèé θ0 ßâëßåòñß èçãèáíàß
ïßòàß ìîäà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèß âèäà 6 ñ îäíîé óçëîâîé
îêðóæíîñòüþ äëß ur. Ïðè ìàëûõ θ0 (ìåíüøèõ 15◦) êîëåáàíèß èìåþò
âèä 5 è ßâëßþòñß òðóäíî âîçáóäèìûìè.
Øåñòàß ìîäà íå ßâëßåòñß ïüåçîàêòèâíîé äëß âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ
çíà÷åíèé θ0. Äëß íåå õàðàêòåðíî îáðàòíîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïßòîé ìîäîé
 5. Ñåìåéñòâî âßçêîóïðóãèõ ñôåðè÷åñêèõ ïüåçîýëåìåíòîâ 287
ñîîòâåòñòâèå ôîðì êîëåáàíèé 5 è 6 áîëüøèì è ìàëûì çíà÷åíèßì θ0
(ñì. òàáë. 5.2).
Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïåêòðà ßâëßåòñß îò-
ñóòñòâèå ïüåçîàêòèâíûõ ðàäèàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé äëß áîëüøèõ çíà-
÷åíèé θ0. Íàèáîëåå ïüåçîàêòèâíîé è ëåãêî âîçáóäèìîé â ýòîì ñëó÷àå
ßâëßåòñß ïßòàß ìîäà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèß âèäà 6 ñ îäíîé
óçëîâîé îêðóæíîñòüþ äëß ur.
×òî êàñàåòñß êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé, òî, êàê âèäíî èç òàáë. 5.2, äëß ïðåäñòàâëßþùèõ íàèáîëüøèé
èíòåðåñ ïüåçîàêòèâíûõ ôîðì êîëåáàíèé îíè, ïðèìåðíî, ðàâíû äëß ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé θ0 è íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñß îò ψ äëß îñíîâíîé
ìîäû çàìêíóòîãî øàðà (θ0 = 0).
Ðèñ. 5.20.
Íà ðèñ. 5.20 äëß êàæäîãî çíà÷åíèß θ0 èç òàáë. 5.2 ïðåäñòàâëåíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû T¯ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
(r = r1) øàðà äëß ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùåé íàèáîëåå ïüå-
çîàêòèâíîé ôîðìå êîëåáàíèé (ôîðìà 4 èëè 6 â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷è-
íû θ0). Çíà÷åíèß T¯ â êàæäîé òî÷êå îòêëàäûâàþòñß ïî íîðìàëè ê ýòîé
ïîâåðõíîñòè. Âèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûì ïüåçîàêòèâíûì ôîðìàì ñîîòâåò-
ñòâóþò êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû, ïðè ýòîì
íåðàâíîìåðíîñòü íàãðåâà øàðà âäîëü ìåðèäèàíà âñåãäà óñèëèâàåòñß ñ
óâåëè÷åíèåì θ0.
Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîíàäîáßòñß íàì â äàëüíåéøåì.
5.2. Äëß îöåíêè ýôôåêòîâ, ïîðîæäàåìûõ çàâèñèìîñòüþ ýëåêòðîìå-
õàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû, âûáåðåì îêðåñò-
íîñòü ÷åòâåðòîãî ðåçîíàíñà ω˜ = 2, 5040 øàðà ñ îòâåðñòèåì θ0 = 15◦. Â





= 300 Bòì2·ãðàä è αT2 = 30
Bò
ì2·ãðàä.
Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèß
øàðà ñ çàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà ßâëßåòñß
íàëè÷èå íåñêîëüêèõ êîëåáàòåëüíûõ è òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ ïðè èç-
ìåíåíèè ÷àñòîòû â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ.
Ðèñ. 5.21. Ðèñ. 5.22.
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T â òî÷êàõ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè øàðà, ëåæà-
ùèõ íà ïàðàëëåëè θ = 20◦. Äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ øàðà â îêðåñò-
íîñòßõ ýòèõ òî÷åê äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû. Íà ðèñ. 5.21 è
äàëüøå ñïëîøíûå ëèíèè îòíîñßòñß ê ñëó÷àþ çàâèñßùèõ îò òåìïåðàòó-
ðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, øòðèõîâûå  ê íåçàâèñßùèì. Êàê âèäíî èç ðè-
ñóíêà, ó÷åò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò
íå òîëüêî ê êîëè÷åñòâåííîìó, íî è ê êà÷åñòâåííîìó îòëè÷èþ ðåçóëüòà-
òîâ. Îí ïîçâîëßåò âûßâèòü ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûé õàðàêòåð ïîâåäå-
íèß òåìïåðàòóðû ñàìîðàçîãðåâà. Ïðè âîçðàñòàíèè ÷àñòîòû ïðîèñõîäèò
ïåðåñêîê èç òî÷êè I íà íèçêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè (ω˜I = 2, 5005) â òî÷-
êó II íà âûñîêîòåìïåðàòóðíîé. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû
ðåàëèçóåòñß ó÷àñòîê II  III. Ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû ïðîöåññ èäåò
ïî ó÷àñòêó III  IV. Èç òî÷êè IV ïðîèñõîäèò ïåðåñêîê â òî÷êó V íà
íèçêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè (ω˜IV = 2, 4875). Òàêèì îáðàçîì, â äèàïàçîíå
÷àñòîò ω˜IV < ω˜ < ω˜I äàííàß íåëèíåéíàß ñèñòåìà (øàð) èìååò äâà óñòîé-
÷èâûõ ñîñòîßíèß (ó÷àñòêè V  I è II  IV). Ðåàëèçàöèß òîãî èëè äðóãîãî
ñîñòîßíèß çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß øàðà.
Èçìåíåíèß ñ ÷àñòîòîé àìïëèòóä ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí äëß óñòàíîâèâøèõñß ñîñòîßíèé àíàëîãè÷íû èçìåíåíèþ òåìïåðà-
òóðû. Íà ðèñ. 5.22. ïîêàçàíà ÷àñòîòíàß çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñß
àìïëèòóäû òîêà ñìåùåíèß I¯ = 0, 1 · ∣∣I˜∣∣A−1.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëß óñòàíîâèâøåãîñß ñîñòîßíèß íà ÷àñòîòå
ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà (ω˜ = 2, 504) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.23, 5.24.
Ðèñ. 5.23.
Íà ðèñ. 5.23 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå óñòàíîâèâøèõñß àìïëèòóä
îêðóæíîãî σ¯ϕ = |σ˜ϕ| · 10−8Ïà−1 (êðèâûå 1), òàíãåíöèàëüíîãî σ¯θ =
= |σ˜θ| · 10−8Ïà−1 (êðèâûå 2) íàïðßæåíèé è íîðìàëüíîé ñîñòàâëßþùåé
èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß D¯n =
∣∣D˜n∣∣·102ì2/Ê âäîëü ìåðèäèîíàëü-
íûõ ëèíèé íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè øàðà è óñòàíîâèâøåéñß àìïëè-
òóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà v¯ =
∣∣v˜∣∣ · 10−1B−1 âäîëü ìåðèäèîíàëü-
íûõ ëèíèé íà åãî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Çäåñü η = (pi − θ)/(pi − θ0),
θ0 ≤ θ ≤ pi. Îòìåòèì, ÷òî àìïëèòóäû ðàäèàëüíîãî |σ˜r| è êàñàòåëüíîãî
|σ˜rθ| íàïðßæåíèé ïðèìåðíî íà äâà ïîðßäêà íèæå àìïëèòóä íàïðßæå-
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íèé |σ˜ϕ| è |σ˜θ| è ïîýòîìó ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â íàïðßæåííîå ñîñòî-
ßíèå øàðà íå âíîñßò. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5.23, íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå
â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß îïðåäåëßåòñß îêðóæíûì íàïðßæåíèåì. Çäåñü
åãî àìïëèòóäà ïðèìåðíî íà ïîðßäîê áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷å-
íèß â ïîëþñå øàðà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîì ìåõàíè÷åñêîì
ïîâðåæäåíèè øàðà â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ
óðîâíßõ ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß íà ýëåêòðîäàõ (∆ϕ = 12B).
Èç ðèñ. 5.23 ìîæíî òàêæå ñóäèòü î âåñüìà ñëîæíîì õàðàêòåðå ðàñ-
ïðåäåëåíèß âäîëü ìåðèäèàíà àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.
Ïî ìåðå ïðîäâèæåíèß ê îòâåðñòèþ øàðà íàáëþäàåòñß ðßä ßðêî âûðà-
æåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé
∣∣v˜∣∣. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòó-
äû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äîñòèãàåòñß â ïîëþñå øàðà.
Î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèß íà âíóòðåííåì ýëåêòðîäå øàðà ïëîòíî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà ìîæíî ñóäèòü ïî ïîâåäåíèþ
∣∣D˜n∣∣. Âèäíî, ÷òî
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå çàðßäà äîñòèãàåòñß â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß.
Àíàëîãè÷íóþ êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèß ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà èìååì íà
âíåøíåì ýëåêòðîäå.
Ðèñ. 5.24.
Íà ðèñ. 5.24 êðèâûìè 1 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ïî òîëùèíå
øàðà ξ (ξ = (r − r1)/(r2 − r1)) óñòàíîâèâøåéñß àìïëèòóäû îêðóæíîãî
íàïðßæåíèß (|σ˜ϕ| · 10−8Ïà−1) âáëèçè ñå÷åíèß θ = θ0. Âèäíî, ÷òî |σ˜ϕ|
óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè ξ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Ëèíåéíûé õàðàêòåð
èçìåíåíèß àìïëèòóäû îêðóæíîãî íàïðßæåíèß ïî òîëùèíå øàðà èìå-
åò ìåñòî è â ëþáîì äðóãîì ñå÷åíèè θ = const, òîëüêî â îêðåñòíîñòè
ïîëþñà áo´ëüøèå çíà÷åíèß |σ˜ϕ| äîñòèãàþòñß íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè
(r = r2). Õàðàêòåð èçìåíåíèß ïî òîëùèíå àìïëèòóäû òàíãåíöèàëüíî-
ãî íàïðßæåíèß |σ˜θ| àíàëîãè÷åí èçìåíåíèþ |σ˜ϕ|. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî










, ãäå âåëè÷èíû ñî øòðèõîì è äâóìß
øòðèõàìè ñîîòâåòñòâóþò, êàê è ðàíüøå, äåéñòâèòåëüíûì è ìíèìûì ÷à-
ñòßì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ýòèõ íàïðßæåíèé.
Îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå øàðà îò ëèíåé-
íîãî çàêîíà ñèëüíåå âñåãî ïðîßâëßåòñß â ìåñòàõ íàèáîëüøåãî ðàçîãðåâà.
Êðèâûìè 2 íà ðèñ. 5.24 ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå óñòàíîâèâøåéñß òåì-
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ïåðàòóðû T¯ â ñå÷åíèè θ = 20◦.
Ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 5.23 è 5.24 ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî
ó÷åò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê êîëè-
÷åñòâåííîìó óìåíüøåíèþ ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé ðàçîãðåâà è àìïëèòóä
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí, îäíàêî êà÷åñòâåííàß êàðòèíà ðàñïðåäå-
ëåíèé ýòèõ âåëè÷èí íå èçìåíßåòñß.
Íå èçìåíßåòñß òàêæå è êà÷åñòâåííàß êàðòèíà ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ â ï. 5.1.
5.3. Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëß øàðà
ñ æåñòêî çàùåìëåííîé ïîâåðõíîñòüþ îòâåðñòèß. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãåîìåò-
ðèß øàðà (θ0 = 15), óñëîâèß åãî íàãðóæåíèß è òåïëîîáìåíà îñòàþòñß
ïðåæíèìè. Ïîñêîëüêó êà÷åñòâåííàß êàðòèíà ïðè ó÷åòå òåìïåðàòóðíûõ
çàâèñèìîñòåé ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íå ìåíßåòñß, ðàññìîòðèì äëß ïðîñòî-
òû ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ñ íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè.
Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïîâåäåíèß øàðà ñ æåñòêî çàùåìëåííîé ïî-
âåðõíîñòüþ îòâåðñòèß ßâëßåòñß îòñóòñòâèå ðåçîíàíñíîé ñèíôàçíîé ðà-
äèàëüíîé ôîðìû êîëåáàíèé (äëß øàðà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ îò-
âåðñòèß òàêàß ôîðìà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò ÷åòâåðòîé ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòå (ñì. òàáë. 5.2 è ðèñ. 5.19)).
Â òàáë. 5.3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèß ïåðâûõ øåñòè ðåçîíàíñíûõ ÷à-
ñòîò ω˜ = ω · 10−5c/ðàä è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèß ÊÝÌÑ.
Òàáëèöà 5.3.



















Êîëåáàíèß â îêðåñòíîñòßõ ýòèõ ÷àñòîò
íîñßò èçãèáíûé õàðàêòåð. Êàê âèäíî
èç ýòîé òàáëèöû, íàèáîëüøåé ñâßçàí-
íîñòüþ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîëåé õàðàêòåðèçóþòñß êîëåáàíèß øà-
ðà â îêðåñòíîñòßõ ÷åòâåðòîé è ïßòîé ðå-
çîíàíñíûõ ÷àñòîò. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ôîðìû êîëåáàíèé ñðåäèííîé ïîâåðõíî-
ñòè MN èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.25 êðè-
âûìè 1 è 2.
Ðèñ. 5.25.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëîâîãî ðàñ÷åòà óñòàíîâèâøåãîñß ýëåêòðî-
ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîßíèß è òåìïåðàòóðû ðàçîãðåâà øàðà ñ æåñòêî çà-
ùåìëåííîé ïîâåðõíîñòüþ îòâåðñòèß íà ÷àñòîòå ïßòîãî ðåçîíàíñà ïðåä-
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ñòàâëåíû íà ðèñ. 5.26  5.29.
Ðèñ. 5.26. Ðèñ. 5.27.
Íàëè÷èå îñîáåííîñòåé â óãëîâûõ òî÷êàõ ñå÷åíèß θ = θ0 îáóñëîâëè-
âàåò ðåçêèé ðîñò íàïðßæåíèé ïðè ïîäõîäå ê ýòèì òî÷êàì. Íà ðèñ. 5.26
ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ìíèìîé ñîñòàâëßþùåé (σ¯′′ϕ = σ′′θ · 10−8Ïà−1)
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû òàíãåíöèàëüíîãî íàïðßæåíèß âäîëü ðàäèóñà â
íåêîòîðûõ ñå÷åíèßõ θ = const (äåéñòâèòåëüíàß ñîñòàâëßþùàß ýòîé àì-
ïëèòóäû ïðè äàííîé òî÷íîñòè íàõîæäåíèß ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ïðè-
ìåðíî íà äâà ïîðßäêà íèæå ìíèìîé ñîñòàâëßþùåé). Âèäíî, ÷òî çàìåò-
íîå îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèß íàïðßæåíèß ïî òîëùèíå îò ëèíåéíîãî çà-
êîíà ïðîßâëßåòñß òîëüêî â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ñå÷åíèþ θ = θ0.
Íà÷èíàß ñ θ = 30◦ (÷òî äëß ïðèíßòûõ ðàçìåðîâ øàðà ñîîòâåòñòâóåò
óäàëåíèþ îò îòâåðñòèß ïðèìåðíî íà ðàññòîßíèå îäíîé òîëùèíû) ýòî
ðàñïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñß îò ëèíåéíîãî çàêîíà íåçíà÷èòåëüíî.









êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ðàäèàëüíîé ñîñòàâ-
ëßþùåé âåêòîðà èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß â íåêîòîðûõ ñå÷åíèßõ
θ = const. Ñêàçàííîå âûøå îòíîñèòåëüíî çàêîíà èçìåíåíèß ïî òîëùèíå
íàïðßæåíèé σ′′θ èìååò ìåñòî è äëß D′′r .
Ïîñêîëüêó êðàåâîé ýôôåêò, ò.å. ðåçêèé ðîñò òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ
â îêðåñòíîñòßõ îñîáûõ òî÷åê ïðîßâëßåòñß âáëèçè ãðàíè÷íûõ ïîâåðõ-
íîñòåé, óñëîâèß òåïëîîáìåíà îêàçûâàþò ðåøàþùåå âëèßíèå íà ðàñïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû â øàðå. ×åì ìåíåå èíòåíñèâíûé òåïëîîáìåí íà
ïîâåðõíîñòßõ, òåì áîëüøåå âëèßíèå èìååò êðàåâîé ýôôåêò.
Ðèñ. 5.28.







ùèíå øàðà â íåêîòîðûõ ñå÷åíèßõ θ = const äëß ïðèíßòûõ â äàííîì
ïàðàãðàôå óñëîâèé òåïëîîáìåíà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.28.
Âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â äàííîì ñëó÷àå
äîñòèãàåòñß â ïîëþñå øàðà. Êðèâàß èçìåíåíèß òåìïåðàòóðû T¯ âäîëü
ìåðèäèàëüíîé ëèíèè øàðà íà åãî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 5.29.
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Ðèñ. 5.29.
Çäåñü æå ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå âäîëü ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
øàðà ìíèìîé ñîñòàâëßþùåé (v¯′′ = 0, 1 · v′′/∆ϕ, ∆ϕ = 12B) êîìïëåêñ-
íîé àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Âèäíî, ÷òî óñëîâèå æåñòêî-
ãî çàùåìëåíèß ïîâåðõíîñòè îòâåðñòèß ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó âîç-
ðàñòàíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ïîëþñå øàðà è â îêðåñòíîñòè
îòâåðñòèß.
Ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû âçßòû èç ðàáîò [60,
104, 117].
 6. Ïüåçîêåðàìè÷åñêèé ïîëûé øàð ñ öèëèíäðè÷åñêèì ïà-
òðóáêîì
Ñëåäóß ðàáîòå [71], ðàññìîòðèì âßçêîóïðóãîå ïüåçîêåðàìè÷åñêîå òå-
ëî âðàùåíèß, ïîëîâèíà ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß êîòîðîãî èçîáðàæåíà
íà ðèñ. 5.30.
Ðèñ. 5.30.
Âíóòðåííßß AC è âíåøíßß BD ïîâåðõíîñòè ïîëíîñòüþ ïîêðûòû
ýëåêòðîäàìè, ê êîòîðûì ïîäâîäèòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ∆ϕ cosωt.
Òîðöåâàß ïîâåðõíîñòü CD íå ýëåêòðîäèðîâàíà. Ïðåäâàðèòåëüíàß ïîëß-
ðèçàöèß ïðèíßòà íîðìàëüíîé ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè òåëà. Íà âíóò-
ðåííåé AC, âíåøíåé BD è òîðöåâîé CD ïîâåðõíîñòßõ îñóùåñòâëßåòñß






ñîîòâåòñòâåííî) ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåìïåðàòóðû T c. Íà÷àëüíàß òåì-
ïåðàòóðà òåëà 
◦
T . Ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè.
Íèæå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû äëß ïüåçîêåðàìèêè
ÖÒÑòÁÑ-2, òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
êîòîðîé ïðèâåäåíû â  4. Êðîìå òîãî, ïðèíèìàëîñü, ÷òî r1 = 0, 02 ì;





= 300 Bòì2·ãðàä; αT2 = 30
Bò
ì2·ãðàä; T0 = T
c = 20◦ C; ρ =
= 7520 êã
/
ì3. Ïðåäïîëàãàëîñü òàêæå, ÷òî λzz = λrr = λ = 1, 25 Bòì·ãðàä;
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λzr = 0, cò = λ
/
ρ · aò, aò = 0, 4 · 10−6ì2
/
ñ.
Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûßâëåíî, ÷òî íàèáîëüøåé
ñâßçàííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî, ìåõàíè÷åñêîãî è òåïëîâîãî ïîëåé â äèà-
ïàçîíå ÷àñòîò, îãðàíè÷åííîì ïåðâûìè ÷åòûðüìß ðåçîíàíñàìè, õàðàêòå-
ðèçóþòñß êîëåáàíèß òåëà â îêðåñòíîñòè ÷åòâåðòîãî ðåçîíàíñà.
Ðèñ. 5.31. Ðèñ. 5.32.
Íà ðèñ. 5.31 äëß ñëó÷àß íåçàâèñèìûõ îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòå-
ðèàëà ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû ω¯ = ω · 10−5c/ðàä àìïëèòóäû
òîêà I¯ = 0, 1 · ∣∣I˜∣∣A−1.
×èñëåííûå çíà÷åíèß ïåðâûõ ÷åòûðåõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ôîðìû êîëåáàíèé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè MN ïðåäñòàâ-
ëåíû íà ðèñ. 5.32. Çäåñü æå äëß êàæäîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû óêàçàíî
çíà÷åíèå ÊÝÌÑ. Êîëåáàíèß íà ïåðâûõ òðåõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ßâ-
ëßþòñß èçãèáíûìè ñ ïðîòèâîôàçíûì ðàñïðåäåëåíèåì âäîëü ëèíèèMN
íîðìàëüíîé ê ýòîé ëèíèè êîìïîíåíòû ñìåùåíèß. ÊÝÌÑ íà ýòèõ ÷àñòî-
òàõ ìàë è ïîýòîìó êîëåáàíèß ßâëßþòñß òðóäíîâîçáóäèìûìè.
Äëß îöåíêè ýôôåêòîâ, ïîðîæäàåìûõ çàâèñèìîñòüþ ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû, îãðàíè÷èìñß îêðåñòíîñòüþ
÷åòâåðòîãî ðåçîíàíñà.
Ðèñ. 5.33.
Íà ðèñ. 5.33 ïîêàçàíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîé óñòà-






T íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
òåëà, óñòàíîâèâøåéñß àìïëèòóäû òîêà I¯ è óñòàíîâèâøåéñß ìàêñèìàëü-
íîé àìïëèòóäû îêðóæíîãî íàïðßæåíèß σ¯ϕ = |σ˜ϕ| · 10−8Ïà−1 â òî÷êå
íèæíåé ãðàíèöû AC, ëåæàùåé â öåíòðå äóãè QR ñîïðßæåíèß ñôåðè-
÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòåé òåëà. Çäåñü è äàëåå ñïëîøíûå ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ çàâèñßùèõ îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà,
à øòðèõîâûå  íå çàâèñßùèõ, ïðè÷åì ñïëîøíûå ëèíèè ïîñòðîåíû â îá-
ëàñòè îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèé. Âèäíî, ÷òî ó÷åò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ
ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ òåìïåðàòóðíî- è
àìïëèòóäíî- ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê âëåâî îò ðåçîíàíñà ëèíåéíîé ñè-
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ñòåìû è óìåíüøåíèþ óðîâíß ðàçîãðåâà è àìïëèòóä ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí. Ïóòåì ïðîäîëæåíèß ðåøåíèß ïî ÷àñòîòå ìîæíî äîáèòü-
ñß çàòßãèâàíèß âåðõíèõ âåòâåé àìïëèòóäíî- è òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíûõ
õàðàêòåðèñòèê â ñòîðîíó óìåíüøåíèß ÷àñòîòû è ïîßâëåíèß ÷àñòîòíîé
îáëàñòè ñ íåîäíîçíà÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ýòîò ýôôåêò äîñòàòî÷íî
ïîëíî îïèñàí â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ äàííîé ãëàâû (ñì. ðèñ. 5.11,
5.12, 5.21, 5.22).
Î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû âèáðîðàçîãðåâà âäîëü âíóòðåííåé ïî-
âåðõíîñòè AC íà ÷àñòîòå ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà ω˜ = 2, 4739 ìîæíî ñóäèòü
èç ðèñ. 5.34. Çäåñü çíà÷åíèß T¯ â òî÷êå ëèíèè AC îòêëàäûâàþòñß ïî
íîðìàëè ê ýòîé ëèíèè. Çíà÷åíèß òåìïåðàòóðû, çàêëþ÷åííûå â ñêîáêè,
ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ çàâèñßùèõ îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.
Âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàß òåìïåðàòóðà âèáðîðàçîãðåâà èìååò ìåñòî â
îáëàñòè ñîïðßæåíèß ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòåé òåëà, ïðè-
÷åì ó÷åò òåìïåðàòóðíûõ çàâèñèìîñòåé ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðèâîäèò ê
çíà÷èòåëüíîìó ñíèæåíèþ óðîâíß ðàçîãðåâà, íî íå ìåíßåò êà÷åñòâåííîé
êàðòèíû åãî ðàñïðåäåëåíèß.
Ðèñ. 5.34. Ðèñ. 5.35.
Íà ðèñ. 5.35 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå èçìåíåíèß ïî òîëùèíå òåëà
ξ = (r − r1)/(r2 − r1) òåìïåðàòóðû T¯ (â ñå÷åíèè QP ) è àìïëèòóäû ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà v¯ = 2|v˜|/∆ϕ, ∆ϕ = 12 B (â ñå÷åíèè AB) äëß
ω˜ = 2, 4739.
 7. Ðàñ÷åò êîëåáàíèé è äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ïüåçî-
ýëåìåíòà ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà
Ïðåäñòàâëåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñî-
îòâåòñòâóþò ôèçè÷åñêè ëèíåéíîìó ìàòåðèàëó ñ çàâèñßùèìè îò òåìïå-
ðàòóðû ñâîéñòâàìè. Â íàñòîßùåì ïàðàãðàôå ó÷èòûâàåòñß êàê òåìïåðà-
òóðíàß, òàê è àìïëèòóäíàß çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà. Îáú-
åêòîì èññëåäîâàíèß âûñòóïàåò âßçêîóïðóãèé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé ïîëß-
ðèçîâàííûé ïî ðàäèóñó ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð ìàëîé äëèíû
(l=0,003ì) èç  4.
Ñëåäóß ðàáîòå [60], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïëåêñíûå ïîäàòëèâîñòè
S˜
E
ij (ij = 11, 12, 13, 33, 55) çàâèñßò îò òåìïåðàòóðû è óñðåäíåííîãî çà
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ïåðèîä êîëåáàíèé âòîðîãî èíâàðèàíòà òåíçîðà äåôîðìàöèé, à êîìïëåêñ-
íûå ïüåçîêîíñòàíòû d˜kl (kl = 33, 31, 15) è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàå-
ìîñòè µ˜σmn (mn = 11, 33)  òîëüêî îò òåìïåðàòóðû, ïðè÷¼ì ýòè çàâè-
ñèìîñòè áóäåì áðàòü â âèäå (5.38) ïðè òåõ æå çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ.







1 + α (2J)0,5
] (
1−√−1 S′′ij (T )
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5  èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâåííî èç (3.19) è
(3.98).
















Èñïîëüçîâàíèå äåôîðìàöèîííîé çàâèñèìîñòè ïîäàòëèâîñòåé â ñâåòå
ðàçâèòîé â ãëàâå 3 òåîðèè íåëèíåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ïðåä-
ïîëàãàåò îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèëîâûìè èíâàðèàíòàìè
J
(σ)
i èç (3.107) è, â íàøåì ñëó÷àå, äåôîðìàöèîííûìè èíâàðèàíòàìè
J
(ε)
j èç (3.98). Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òàíãåíñû óãëîâ âñåõ ïî-
òåðü îñòàâàëèñü ìàëûìè, à èìåííî, èõ êâàäðàòû è ïðîèçâåäåíèß áûëè
ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå
ïîòåðè ìàëû (ñì.(5.38)), à ìîäåëü (5.40) ïðåäñêàçûâàåò îäèíàêîâóþ äå-
ôîðìàöèîííóþ çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ñîñòàâëßþùèõ
êîìïëåêñíûõ ïîäàòëèâîñòåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èçìåíßåò òàíãåíñîâ
óãëîâ ïîòåðü, îòìå÷åííîå âûøå óñëîâèå âûïîëíßåòñß. Èñïîëüçóß óðàâ-
íåíèß (3.125) ñ ó÷åòîì (5.40), âåëè÷èíó 1 + α (2J)0,5 èç (5.40) ìîæíî
ßâíî âûðàçèòü ÷åðåç íàáîð èíâàðèàíòîâ J (σ)j èç (3.107).
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Â ñëó÷àå äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîßíèß, êîãäà îäíà êîìïîíåíòà äå-
ôîðìàöèè çíà÷èòåëüíî ïðåîáëàäàåò íàä îñòàëüíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî,
âêëàä ïîñëåäíèõ â (5.43) ïðåíåáðåæèìî ìàë, àïïðîêñèìàöèß (5.40) ïðè
T = const âûðîæäàåòñß â ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷åííîå â
ðåçóëüòàòå îäíîîñíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè êîì-
ïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè îò äåôîðìàöèè (íàïðßæåíèß) [58] (èíôîðìàöèß
î ìíîãîîñíûõ ýêñïåðèìåíòàõ â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóåò). Èìåííî ýòèì
îáñòîßòåëüñòâîì ïðîäèêòîâàí âûáîð îáúåêòà èññëåäîâàíèß (êîëüöî) íà-
ñòîßùåãî ïàðàãðàôà.
Ìåõàíè÷åñêèå, ýëåêòðè÷åñêèå è òåïëîâûå ïîëß èññëåäîâàëèñü äëß
óñòàíîâèâøåãîñß òåïëîâîãî ñîñòîßíèß, ïðåäñòàâëßþùåãî íàèáîëüøèé
èíòåðåñ, ïîñêîëüêó â äàííîì ñîñòîßíèè òåìïåðàòóðà äèññèïàòèâíîãî
ðàçîãðåâà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû. Íåëèíåéíàß çàäà÷à òåð-
ìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè ñî ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ðåøàëàñü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì ìåòîäó ïåðåìåííûõ
ïàðàìåòðîâ (ÌÏÏ) óïðóãîñòè.
Ýëåìåíòàðíàß èòåðàöèß âêëþ÷àåò â ñåáß ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íåîäíîðîäíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë è ëè-
íåéíîé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëß ðåøåíèß ïåðâîé





























T  èíâàðèàíò (5.43) è òåìïåðàòóðà, âû÷èñëåííûå íà
(n − 1)-é èòåðàöèè, ïðè÷¼ì 0J = 0, à
0
T  íà÷àëüíàß òåìïåðàòóðà. Ïî
ðàññ÷èòàííîìó íà n-é èòåðàöèè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîìó ñîñòîßíèþ íà-
õîäßòñß âåëè÷èíà
n


























à çàòåì ðåøàåòñß ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èçâåñò-
íûì èñòî÷íèêîì òåïëà è íàõîäèòñß òåìïåðàòóðà
n
T .
Ïåðåõîä îò âåëè÷èí S˜
E
ij , d˜ke è µ˜σmn ê âåëè÷èíàì C˜
E
ij , e˜ke è µ˜εmn íà
êàæäîé èòåðàöèè îñóùåñòâëßåòñß ïî ôîðìóëàì (5.39).
Óêàçàííûå âûøå ëèíåéíûå çàäà÷è ðåøàþòñß ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, èçëîæåííûì â  2.
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Ñ öåëüþ óñêîðåíèß ñõîäèìîñòè ÌÏÏ è ñ ó÷åòîì ïðåèìóùåñòâåííî
îñöèëëèðóþùåãî õàðàêòåðà ýòîé ñõîäèìîñòè äëß ìîäèôèêàöèè äàííîãî
ìåòîäà ïðèìåíßëñß àëãîðèòì òèïà Ýéòêåíà  Ñòåôôåíñåíà. Ýôôåêòèâ-
íîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðè ðàñ÷åòå ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé è âèáðî-
ðàçîãðåâà íåëèíåéíûõ âßçêîóïðóãèõ òåë áåç ïüåçîýôôåêòà ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíà, íàïðèìåð, â ðàáîòå [149]. Ïîñëå ðåøåíèß íà øàãå n ≥ 3
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè












p −2 n−1p + np
)
, p = max
V
T (~x) (5.46)
















Êðîìå ìàêñèìàëüíîé ïî îáú¼ìó ïüåçîýëåìåíòà òåìïåðàòóðû â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà p ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðè-




∣∣ nT (~x)− n−1T (~x)∣∣. (5.48)
Àëãîðèòì ýôôåêòèâåí ïðè îñöèëëèðóþùåé ñõîäèìîñòè, äëß êîòîðîé
0 < ξ < 1. Èìåííî ïî ýòîìó ïðèçíàêó îí è âêëþ÷àëñß â ñõåìó ÌÏÏ.
Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè íàïðßæåíèè ∆ϕ = 30 B è çíà÷åíèßõ ïà-
ðàìåòðà íåëèíåéíîñòè α = 2, 4; 12; 24.
Äëß ðàñ÷¼òà àìïëèòóäíî- è òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê
èñïîëüçîâàëñß ìåòîä ïðîäîëæåíèß ðåøåíèß ïî ïàðàìåòðó íàãðóæåíèß.
Äëß âûõîäà íà ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåøåíèå
ïî ïàðàìåòðó íàãðóçêè∆ϕ, ïîñëå ÷åãî èñïîëüçîâàòü ïðîäîëæåíèå ïî ÷à-
ñòîòå. ×òîáû èçáåæàòü âîçìîæíîé â ðåçîíàíñíîé îáëàñòè áèôóðêàöèè
ðåøåíèß, ðàñ÷¼òû íà÷èíàëèñü ñ ÷àñòîò, ëåæàùèõ âíå ðåçîíàíñíîé îáëà-
ñòè, êîòîðûå îïðåäåëßëèñü ïóò¼ì ðåøåíèß ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé
çàäà÷è.
298 Ãëàâà 5. Îñåñèììåòðè÷íàß çàäà÷à ÒÝÂÓ...
Ðèñ. 5.36.
Ðèñ. 5.37.
Íà ðèñ. 5.36 è 5.37 ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè àìïëèòó-
äû òîêà ñìåùåíèß è ìàêñèìàëüíîé ïî îáú¼ìó òåìïåðàòóðû â îêðåñò-
íîñòè ïåðâîãî ðåçîíàíñà. Øòðèõîâûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíîé
ñâßçàííîé çàäà÷å ñ íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè ìàòåðè-
àëà (α = 0, T = T ◦); êðèâûå 1 è 2  ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷å (ïðè
α = 2, 4 è α = 24 ñîîòâåòñòâåííî) ñ íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû
ñâîéñòâàìè; êðèâàß 3  ôèçè÷åñêè ëèíåéíîé çàäà÷å ñ çàâèñßùèìè îò
òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè; êðèâûå 4 è 5  ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷å
(α = 2, 4 è α = 12) ñ çàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè. Âèäíî,
÷òî ó÷¼ò ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïðèâîäèò
ê îòêëîíåíèþ àìïëèòóäíî- è òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê
âëåâî îò ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà. Ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ íåëèíåéíîñòè
(êðèâûå 1) ýòî îòêëîíåíèå íåçíà÷èòåëüíî è óðîâåíü àìïëèòóä ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí è òåìïåðàòóðû ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíßåòñß.
Òîëüêî äëß äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîñòè (êðèâûå 2)
ïðîèñõîäèò çàòßãèâàíèå âåðõíèõ âåòâåé àìïëèòóäíî- è òåìïåðàòóðíî-
÷àñòîòíûõ êðèâûõ â ñòîðîíó íèçêèõ ÷àñòîò è ôîðìèðóåòñß ÷àñòîòíàß
îáëàñòü ñ íåîäíîçíà÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (íåëèíåéíûé ãèñòåðåçèñ).
Êà÷åñòâåííî ýòî àíàëîãè÷íî ýôôåêòó íåëèíåéíîñòè çà ñ÷¼ò çàâèñèìî-
ñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû (êðèâûå 3). Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ðàññìàòðèâàåìàß ôèçè÷åñêàß íåëèíåéíîñòü, êàê è òåìïåðàòóðíàß
çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ïî÷òè íå èñêàæàåò êà÷åñòâåííóþ êàð-
òèíó ðàñïðåäåëåíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí è òåìïåðàòóðû ïî
òîëùèíå è âûñîòå öèëèíäðà, âëèßß, îäíàêî, íà àìïëèòóäû ýòèõ âåëè÷èí
è óðîâåíü ðàçîãðåâà. Ïîñêîëüêó îáå íåëèíåéíîñòè èìåþò îäèíàêîâûé
(ìßãêèé) òèï è âßçêîñòü ìàòåðèàëà óâåëè÷èâàåòñß ñ ðîñòîì òåìïåðà-
òóðû, ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ýòèõ íåëèíåéíîñòåé (êðèâûå 4 è 5) îáóñëîâ-
ëèâàåò ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå ðåçîíàíñíîãî óðîâíß àìïëèòóä ýëåêòðî-
ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí è òåìïåðàòóðû ðàçîãðåâà âïëîòü äî âûðîæäåíèß
îáëàñòåé íåîäíîçíà÷íîñòè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê (êðèâàß 5).
Áîëåå ïîäðîáíî ýôôåêòû ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè áóäóò ïðîàíàëè-
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çèðîâàíû â ñëåäóþùåé ãëàâå íà ïðèìåðå ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé òîíêèõ
ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïëàñòèí.
Ãëàâà 6.
Ïëàíàðíûå êîëåáàíèß è äèññèïàòèâíûé
ðàçîãðåâ òîíêèõ ïüåçîïëàñòèí
Â äàííîé ãëàâå ñâßçàííàß çàäà÷à òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè (ÒÝÂÓ)
ðàññìàòðèâàåòñß ïðèìåíèòåëüíî ê òîíêèì ïîëßðèçîâàííûì ïî òîëùèíå âßç-
êîóïðóãèì ïüåçîêåðàìè÷åñêèì ïëàñòèíàì, ñîâåðøàþùèì ïëàíàðíûå êîëåáà-
íèß ïîä äåéñòâèåì ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî âîçáóæäåíèß.
Ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû ðåøåíèß íåëèíåéíûõ çàäà÷, îñíîâàííûå íà ñóùå-
ñòâóþùèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ è ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåíû
ðåøåíèß ðßäà çàäà÷, íà ïðèìåðå êîòîðûõ äà¼òñß îöåíêà ýôôåêòàì, ïîðîæ-
äàåìûì ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ìàòåðèàëà è çàâèñèìîñòüþ åãî ñâîéñòâ
îò òåìïåðàòóðû. Íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé çàäà÷è ïîêàçàíî, ÷òî îòðèöàòåëü-
íûå ýôôåêòû âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà îò òåìïåðà-
òóðû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþòñß ýôôåêòàìè àâòîïîäñòðîéêè
÷àñòîòû.
Ðàññìîòðèì ïîëßðèçîâàííóþ ïî òîëùèíå òîíêóþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêóþ ïëà-
ñòèíó, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì L. Ðàñïîëîæèì íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò (x1, x1, x3) â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû îñü Ox3 áûëà ïåðïåíäèêóëßðíîé ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Ê ýëåêòðîäàì,
ðàñïîëîæåííûì íà ïëîñêèõ ãðàíßõ ïëàñòèíû x3 = ±h, ïîäâîäèòñß ãàðìî-
íè÷åñêàß ýëåêòðè÷åñêàß íàãðóçêà. Íà ñâîáîäíîé îò ýëåêòðîäîâ êîíòóðíîé
ïîâåðõíîñòè è ãðàíßõ îñóùåñòâëßåòñß êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ îêðóæà-
þùèìè ñðåäàìè òåìïåðàòóðû T cê è T c. Êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî αòê è αò. Íà÷àëüíàß òåìïåðàòóðà ïëàñòèíû
◦
T . Ïëîñêèå ãðà-
íè ñâîáîäíû îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, à ìåõàíè÷åñêèå óñèëèß íà êîíòóðíîé
ïîâåðõíîñòè ïðåäïîëàãàþòñß ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñ-
êîñòè ïëàñòèíû.
Ðàçðåøàþùàß ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïëàíàðíûå êîëåáàíèß è
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äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ òîíêèõ ïîëßðèçîâàííûõ ïî òîëùèíå ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèõ ïëàñòèí ïðè ãàðìîíè÷åñêîì ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîì âîçáóæäåíèè ïî-
ëó÷åíà â [98, 99] íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé îáùåé (òðåõìåðíîé) òåîðèè ÒÝÂÓ
(1.185)  (1.191) ïóòåì ïðèíßòèß ãèïîòåç ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß
äëß ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïðåäïîëîæåíèß íåçíà÷èòåëüíîãî èçìåíåíèß
òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå ïëàñòèíû è ïðåäñòàâëåíèß ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðßäà ïî òîëùèííîé êîîðäèíàòå. Ïðè ÷à-
ñòè÷íîé ìåòàëëèçàöèè ïëîñêèõ ãðàíåé ïëàñòèíû ââîäèëàñü äîïîëíèòåëüíàß
ãèïîòåçà ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé ê ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîñòàâëßþùåé
âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè äëß îáëàñòåé ïëàñòèíû, íå ëåæàùèõ ïîä
ýëåêòðîäàìè. Â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîßíñòâà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ìàòåðèàëà ðàçðåøàþùàß ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñß íà òðè íåçà-
âèñèìûå äâóõìåðíûå çàäà÷è, êîãäà âíà÷àëå ðåøàåòñß ÷èñòî ìåõàíè÷åñêàß çà-
äà÷à äëß âßçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, ïî ðåçóëüòàòàì åå ðåøåíèß îïðåäåëßþòñß
äâóõìåðíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà, à çàòåì âû÷èñëßåòñß äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß è îïðåäåëßåòñß òåì-
ïåðàòóðà ðàçîãðåâà ïóò¼ì ðåøåíèß óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîäðîáíûé
àíàëèç ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ïîêàçàë, ÷òî îòêëî-
íåíèå èçìåíåíèß êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ϕ˜ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî
òîëùèíå îò ëèíåéíîãî çàêîíà íàáëþäàåòñß òîëüêî â î÷åíü óçêîé îêðåñòíîñòè
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû. Îäíàêî, íà âåëè÷èíó äèññèïàòèâíîãî èñòî÷íèêà è, ñëå-
äîâàòåëüíî, íà òåìïåðàòóðó ðàçîãðåâà ïüåçîïëàñòèíû, óêàçàííîå îòêëîíåíèå
ïðàêòè÷åñêè íå âëèßåò. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé äèññèïà-
òèâíîãî ðàçîãðåâà è èçó÷åíèè åãî âëèßíèß íà íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîßíèå ïüåçîïëàñòèíû ìîæíî ïðèíßòü ëèíåéíûé çàêîí èçìåíåíèß êîì-
ïëåêñíîé àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî òîëùèíå
ϕ˜ = −x3E˜3, E˜3 = const. (6.1)
Çäåñü è íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîäû ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò ãðàíè
x3 = ±h. Ñîîòíîøåíèß (6.1) íàðßäó ñ ãèïîòåçàìè äëß êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä
ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
σ˜33 = 0, σ˜13 = 0, σ˜23 = 0;
u˜1 = u˜1(x1 , x2), u˜2 = u˜2(x1 , x2)
(6.2)
ñóùåñòâåííî óïðîùàþò ïîñòàíîâêó ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ î ïëàíàð-
íûõ êîëåáàíèßõ âßçêîóïðóãèõ òîíêèõ ïüåçîïëàñòèí.
302 Ãëàâà 6. Ïëàíàðíûå êîëåáàíèß ... òîíêèõ ïüåçîïëàñòèí
 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïðèìåì çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ìåõàíè÷åñêèå íàïðßæåíèß è
íàïðßæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß. Êîíñåðâàòèâíîé è äèññèïàòèâíîé
õàðàêòåðèñòèêàìè â ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàþò ôóíêöèè íàêîïëåíèß è äèñ-
ñèïàöèè (3.110).
Èñõîäíûìè äëß âûâîäà óðàâíåíèé ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé âßçêîóïðó-
ãèõ òîíêèõ ïëàñòèí ñ òîëùèííîé ïîëßðèçàöèåé ßâëßþòñß â äàííîé ðà-
áîòå àìïëèòóäíûå îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß âèäà (3.106), ïîëó÷àåìûå
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî â  3 ãë. 3 ïîäõîäà ê ó÷¼òó ôèçè÷å-
ñêîé íåëèíåéíîñòè, è ñîîòíîøåíèß (1.185)  (1.191) îáùåé (òðåõìåðíîé)
òåîðèè. Ñ ó÷åòîì ïðèíßòûõ ïðåäïîëîæåíèé (6.1) è (6.2) àìïëèòóäíûå
îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß (3.106) äëß òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìà-
òåðèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ε˜11 = S˜
E
11(; )σ˜11 + S˜
E





12(; )σ˜11 + S˜
E





































































U¯ = F (U¯
L
), D¯ = Φ(D¯
L
) (6.6)




. Ïîñëåäíèå, ñ ó÷åòîì ñîîòíî-




























31L I¯6 + µ
σ′′
33L I¯10, (6.8)





















































































33L â (6.7) è (6.8) íà îñíîâå ñåðèè îäíîìåðíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ðàññìàòðèâàåòñß â  3, à ïîêà ñ÷èòàåì ýòè çàâèñèìîñòè è êîýôôè-
öèåíòû èçâåñòíûìè.
Óðàâíåíèß (6.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
σ˜11 = C˜∗11ε˜11 + C˜
∗
12ε˜22 − e˜∗31E˜3,
σ˜22 = C˜∗12ε˜11 + C˜
∗
























Èç òðåõ óðàâíåíèé ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (1.185) â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé èñïîëüçóþòñß òîëüêî äâà
σ˜ij,i + ρω2u˜j = 0 (i, j = 1, 2). (6.12)





(u˜i,j + u˜j,i) (i, j = 1, 2) (6.13)
è ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè
σ˜ijni = t˜j  íà Lσ, u˜j = ˜ˆuj  íà Lu (6.14)
ñîñòàâëßþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé âßç-
êîóïðóãîé òîíêîé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ïëàñòèíû ñ òîëùèííîé ïîëßðè-
çàöèåé ïðè çàäàííîé íà ýëåêòðîäàõ ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêå (çàìåòèì,
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÷òî E˜3 = −∆ϕ˜/2h, ãäå ∆ϕ˜  ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå íà ýëåêòðî-
äàõ). Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìàññà è óïðóãèå ñâîéñòâà ýëåêòðîäîâ ìîãóò
áûòü ó÷òåíû áëàãîäàðß çàìåíàì [64]
ρ→ ρ[1 + 2hýρý/hρ], C˜∗11 → C˜∗11 + 2hýγ∗11/h,
C˜∗12 → C˜∗12 + 2hýγ∗12/h,
(6.15)




12 = γ12 − γ
2
12/γ11, à ρý, γ11, γ12  ïëîòíîñòü
è óïðóãèå ìîäóëè ìàòåðèàëà ýëåêòðîäîâ, 2hý  òîëùèíû ýëåêòðîäîâ.
Íèæå ýëåêòðîäû ñ÷èòàþòñß áåñêîíå÷íî òîíêèìè (hý = 0).




12(; ), d˜31(; ),
µ˜σ33(; ), à, ñëåäîâàòåëüíî, è êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèßõ (6.10) ñ÷èòàåì




, òàê è îò òåìïåðàòóðû, ïîä êîòî-
ðîé ïîäðàçóìåâàåòñß ñðåäíßß ïî òîëùèíå ïëàñòèíû òåìïåðàòóðà äèññè-

















(6.7) è (6.8), òàê è íà âèä ôóíêöèé (6.6). Â ýòîé ñâßçè áûëî
áû ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü î çàâèñèìîñòè êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ




è òåìïåðàòóðû, à îò èíâàðèàíòîâ (6.9) è òåìïå-
ðàòóðû. Îäíàêî, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì óïîòðåáëßòü èìåííî òåðìèí




, ïîä÷åðêèâàß òåì ñàìûì ñòðóêòóðó
çàâèñèìîñòè êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ îò íàáîðà èíâàðèàíòîâ.
Äëß íàõîæäåíèß ñðåäíåé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû 2h òåìïåðàòóðû
äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà T èñïîëüçóåòñß óðàâíåíèå [62]
ρcòT˙ = div(λ11gradT )−
αò
h
(T − T c) + D¯′
ýì
(6.16)
ñ óñëîâèåì íà êîíòóðå L ïëàñòèíû
T,ini = −αòê
λ11




T ïðè t = 0. (6.18)
Çäåñü λ11  êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà â ïëîñêîñòè
ïëàñòèíû. Äèññèïàòèâíûé èñòî÷íèê D¯
′
ýì
(1.188) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèß
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äëß íîðìàëüíîé ê ïëîñêîñòè ïëàñòèíû êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷å-
ñêîé èíäóêöèè
D˜3 = µ˜∗33E˜3 + e˜
∗


















Π˜ = C˜∗11 (ε˜11¯˜ε11 + ε˜22¯˜ε22) + C˜
∗









(¯˜e∗31 − e˜∗31) (¯˜ε11 + ¯˜ε22) E˜3. (6.20)
Ïðåäñòàâëåííàß âûøå ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.10)  (6.20), îïèñûâà-
þùàß ïëàíàðíûå êîëåáàíèß è äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ âßçêîóïðóãèõ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òîíêèõ ïëàñòèí ñ òîëùèííîé ïîëßðèçàöèåé, ñóùå-
ñòâåííî íåëèíåéíà èç-çà çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ â îïðåäåëßþùèõ










), íåëèíåéíîñòü ïîðîæäàåòñß ñâßçàííîñòüþ ïîëåé. Åñëè êîýô-
ôèöèåíòû ïîñòîßííû, çàäà÷à ñâîäèòñß ê ðåøåíèþ äâóõ íåçàâèñèìûõ
ëèíåéíûõ çàäà÷, êîãäà âíà÷àëå ðàññ÷èòûâàåòñß ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîß-
íèå ïëàñòèíû è ïî íåìó íàõîäèòñß äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß, à çàòåì
ðåøàåòñß óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èçâåñòíûì èñòî÷íèêîì òåïëà.
Çàìå÷àíèå 1. Ïîñëå ðåøåíèß ãðàíè÷íîé çàäà÷è (6.10)  (6.14) ìîæåò
áûòü íàéäåíà äåôîðìàöèß ïëàñòèíû ïî òîëùèíå
ε˜33 = S˜
E



























Äëß ýòîãî â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû U¯L , è D¯L íå ïðåäïîëàãàþò-
ñß ðàâíûìè ýíåðãåòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ëèíåéíîé òåîðèè, íåîáõîäèìî








Êîíêðåòèçèðóåì íà ñëó÷àé ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé âßçêîóïðóãèõ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí âõîäßùèå â ôîðìóëû äëß ÊÝÌÑ (4.164) âû-
ðàæåíèß ýíåðãèè Uò , êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû çàðßäà Q˜1 è êîìïëåêñíîé
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ãäå, êàê è ðàíüøå, 2h  òîëùèíà ïëàñòèíû, S  ñðåäèííàß ïëîñêîñòü
ïëàñòèíû, à âåëè÷èíà Π˜ îïðåäåëßåòñß ñîîòíîøåíèåì (6.20).










e˜∗31 (ε˜11 + ε˜22) ds. (6.24)




µ˜∗33 · Sý − e˜∗31
∫
Sý
(ε˜11 + ε˜22)ds. (6.25)
Íàïîìíèì, ÷òî íàìè ðàññìàòðèâàåòñß ïüåçîïëàñòèíà ñ ïîëíîñòüþ
ìåòàëëèçèðîâàííûìè ãëàâíûìè ãðàíßìè, òàê ÷òî Sý = S . Â ýòîì ñëó-
÷àå çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè (4.16), ãäå âñå âåëè÷èíû ñëåäóåò ñ÷èòàòü


















Ïîýòîìó äëß êîìïëåêñíîé ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòè èìååì
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Çàìå÷àíèå 2. Â (6.27)  (6.29) ôèãóðèðóåò êîìïëåêñíàß äèýëåêòðè÷å-
ñêàß ïðîíèöàåìîñòü íà íóëåâûõ äåôîðìàöèßõ µ˜ε33, ñâßçàííàß ñ êîìïëåêñíûìè






33(; ), d˜31(; ),











èñïîëüçîâàíû íàìè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è è çàìå÷àíèè 1. Äëß âåëè÷èí S′33L è








Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà êîíêðåòèçèðóåì íà ñëó÷àé ïëàíàð-











 2. Àëãîðèòìû ðåøåíèß çàäà÷è
2.1 Â îáùåì ñëó÷àå ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà, ïðîßâ-





, è òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ñîïðßæåíèß (ÒÝÌÑ) (íåëèíåé-
íîñòè çà ñ÷¼ò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû è ñâßçàííîñòè ïîëåé)
ëèíåàðèçàöèß ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.10)  (6.20) îñíîâàíà íà èòåðàöèîí-
íîì ìåòîäå, àíàëîãè÷íîì ìåòîäó ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ (ÌÏÏ) óïðó-
ãîñòè. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëßåò èññëåäîâàòü òîëüêî óñòàíîâèâøååñß ñîñòî-
ßíèå ïüåçîýëåìåíòà, ÷òî, îäíàêî, â ðßäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëßåò íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó â äàííîì ñîñòîßíèè òåìïåðàòóðà äèññèïàòèâíî-
ãî ðàçîãðåâà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû. Ýëåìåíòàðíàß èòåðà-
öèß ÌÏÏ âêëþ÷àåò â ñåáß ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è ýëåêòðîìåõàíèêè
(6.10)  (6.14) äëß âßçêîóïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà è ëèíåéíîé
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (6.16) è (6.17) (â (6.16) ïîëà-
ãàåòñß T˙ = 0) ñ äèññèïàòèâíûì èñòî÷íèêîì, êîòîðûé âû÷èñëßåòñß ïî
ðåçóëüòàòàì ðåøåíèß ïåðâîé çàäà÷è.
Äëß ëèíåàðèçàöèè ïåðâîé èç óêàçàííûõ çàäà÷ íà n-é ( n = 1, 2, 3, ...)
èòåðàöèè êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèßõ (6.10) îïðåäåëßþòñß ïî çíà÷åíè-








































T  íà÷àëüíàß òåìïåðàòóðà. Ïî ðàññ÷è-
òàíûì íà n-é èòåðàöèè äåôîðìàöèßì è ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöè-
åíòîâ (6.32) âû÷èñëßåòñß äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß (6.20). Ïîñëå ýòîãî
ðåøàåòñß ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (6.16) è îïðåäåëß-
åòñß òåìïåðàòóðà
n












ÌÏÏ íå âñåãäà óñòîé÷èâî ñõîäèòñß è ïîýòîìó òðåáóåò ìîäèôèêàöèè. Ñ
ýòîé öåëüþ, à òàêæå ñ öåëüþ óñêîðåíèß ñõîäèìîñòè ÌÏÏ è ñ ó÷åòîì
ïðåèìóùåñòâåííî îñöèëëèðóþùåãî õàðàêòåðà ýòîé ñõîäèìîñòè ïðèìå-
íßåòñß àëãîðèòì òèïà Ýéòêåíà-Ñòåôôåíñåíà (ñì.  7 ãë. 5). Ñóòü ýòîãî
àëãîðèòìà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâîäèòñß ê òîìó, ÷òî ïîñëå ðå-
øåíèß íà èòåðàöèè n ≥ 3 ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (6.10)  (6.17) ñ êî-

















p −2 n−1p + np
)
(6.33)






























Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà p âûáðàíà ìàêñèìàëüíàß òåìïåðàòóðà
p = mas
S
T (x1, x2), (6.35)
õîòß ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äðóãàß âåëè÷èíà, íàïðèìåð, àìïëèòóäà
ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà íà ýëåêòðîäå ïëàñòèíû
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Áëèçîñòü ê óñòàíîâèâøåìóñß ñîñòîßíèþ îïðåäåëßåòñß âåëè÷èíîé
δT = max
S
∣∣∣∣ nT (x1, x2)− n−1T (x1, x2)∣∣∣∣ . (6.37)
Îïèñàííûé àëãîðèòì ýôôåêòèâåí ïðè îñöèëëèðóþùåé ñõîäèìîñòè,
äëß êîòîðîé 0 < ξ < 1. Èìåííî ïî ýòîìó ïðèçíàêó îí è âêëþ÷àåòñß â
ñõåìó ÌÏÏ.
Ïðè ó÷¼òå çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà òîëüêî îò òåìïåðàòóðû
(U¯ = U¯
L
, D¯ = D¯
L
) íàðßäó ñ ÌÏÏ èñïîëüçóåòñß ìåòîä ïîøàãîâîãî èí-
òåãðèðîâàíèß (ÌÏÈ) âî âðåìåíè, îïèñàííûé â  1 ãë. 5 è ïîçâîëßþùèé,
â îòëè÷èå îò ÌÏÏ, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïüåçîýëåìåíòà íå òîëüêî â
óñòàíîâèâøåìñß òåïëîâîì ñîñòîßíèè, íî è â ïðîöåññå âûõîäà òåìïåðà-
òóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
2.2 Ðåøåíèß ëèíåéíûõ çàäà÷ ýëåêòðîìåõàíèêè (6.10)  (6.14) è òåï-
ëîïðîâîäíîñòè (6.16)  (6.18) (ñòàöèîíàðíîé â ñëó÷àå ÌÏÏ) íà êàæäîì
âðåìåííîì øàãå (èòåðàöèè) íàõîäßòñß ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ, äëß ÷åãî èñ-
ïîëüçóþòñß âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè ýòèõ çàäà÷ [62, 64]




























































αòê (T − 2T cê)Tdl.
(6.40)
Äëß äèñêðåòèçàöèè ñðåäèííîé ïëîñêîñòè S èñïîëüçóþòñß, êàê è â  2
ãë. 5, èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ÷åòûðåõóãîëüíûå âîñüìèóçëîâûå ýëåìåíòû.
Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà (6.39) ïðèâîäèò ê êîìïëåêñíîé
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u˜ = F˜. (6.41)
Çäåñü K˜  êîìïëåêñíàß ìàòðèöà æåñòêîñòè, M  ìàòðèöà ìàññ,
u˜  âåêòîð êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé, F˜  âåêòîð
âîçáóæäàþùèõ ñèë. Ïî âèäó ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (6.41) ñîâïàäàåò ñ
àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèåì äëß èçîòðîïíîé âßçêîóïðóãîé ïëàñòèíû ñ ìå-
õàíè÷åñêîé íàãðóçêîé íà êîíòóðå. Îäíàêî âåêòîð F˜ â ñèëó íåîäíî-
ðîäíîñòè ïüåçîìîäóëß e˜∗31 ßâëßåòñß ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûì, ò.å. íå
ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, äèñêðåòèçîâàííàß ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ, ñâî-
äèòñß ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî óçëîâûõ òåìïåðàòóð
CT˙+HT = q, (6.42)
ãäå C  ìàòðèöà òåïëîåìêîñòè; T  âåêòîð óçëîâûõ òåìïåðàòóð; H è q
 ìàòðèöà òåïëîïðîâîäíîñòè è âåêòîð òåïëîâûõ ïîñòóïëåíèé, ó÷èòûâà-
þùèå òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïî çàêîíó Íüþòîíà. Ïðè ðåøå-
íèè ñèñòåìû (6.42) èñïîëüçóåòñß, êàê è â  2 ãë. 5, íåßâíàß ðàçíîñòíàß
ñõåìà ïåðâîãî ïîðßäêà. Â ñëó÷àå ÌÏÏ â (6.42) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü
T˙ = 0.
Ïîñêîëüêó ïîòåðè ñóùåñòâåííî íå âëèßþò íà ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû,




K− ω2M) = 0, (6.43)
ãäå K  äåéñòâèòåëüíàß ìàòðèöà æåñòêîñòè.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé ÌÊÝ ïðèìåíèòåëüíî ê
ðåøåíèþ ëèíåéíûõ çàäà÷ (6.10)  (6.14) è (6.16)  (6.18) äàíî â ðàáî-
òå [62, 98, 122]. Òàì æå ïðîâåäåíà îöåíêà òî÷íîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ
âû÷èñëåíèé ïóò¼ì èõ ñðàâíåíèß ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è òî÷íûìè òåî-
ðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèé ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé ïðßìî-
óãîëüíûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïëàñòèí [25] è ðàäèàëüíî-ñäâèãîâûõ ïëà-
íàðíûõ êîëåáàíèé ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ êîëåö [215]. Çàäà÷è ðàññìàòðèâà-
ëèñü â óïðóãîé ïîñòàíîâêå.
 2. Àëãîðèòìû ðåøåíèß çàäà÷è 311
Òàáëèöà 6.1.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ω(12) 0,492 1,286 1,305 1,554 1,665 1,705 2,034 2,266 2,539 2,588
Ω(27) 0,492 1,286 1,303 1,553 1,661 1,703 2,021 2,244 2,508 2,579
Ωýêñï 0,49 1,30 1,57 1,67 1,73 2,04 2,50 2,60
Ωòåîð 0,49 1,28 1,30 1,56 1,66 1,71 2,03 2,51 2,57
Â òàáëèöå 6.1 òåîðåòè÷åñêèå Ωòåîð è ýêñïåðèìåíòàëüíûå Ωýêñï çíà-
÷åíèß ïåðâûõ äåñßòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò äëß ïðßìîóãîëüíîé ïëàñòèíû
âçßòû èç ðàáîòû [25]. Çíà÷åíèß ÷àñòîò Ω(12), Ω(27) ïîëó÷åíû ñîãëàñ-
íî êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè (6.43) ïðè ïîêðûòèè ÷åòâåðòè ñðåäèííîé
ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñåòêîé èç 12 è 27 ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî [62].
Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïóíêòà îñòàíîâèìñß íà ïðîñòîì ïðèìåðå, ñâè-
äåòåëüñòâóþùåì êàê î òî÷íîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé, òàê è
î ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè ãèïîòåç ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß
(6.2).
Èññëåäîâàëèñü ðàäèàëüíûå êîëåáàíèß ñâîáîäíîãî îò ìåõàíè÷åñêîé
íàãðóçêè ïîëßðèçîâàííîãî ïî òîëùèíå ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî êîëüöà ñ
ïîëíîñòüþ ïîêðûòûìè ýëåêòðîäàìè ïëîñêèìè ãðàíßìè, ê êîòîðûì ïðè-
êëàäûâàåòñß ýëåêòðè÷åñêîå íàïðßæåíèå ∆ϕ cosωt. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ãèïîòåç ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß çàäà÷à äîïóñêàåò òî÷íîå àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [122]. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü êàê
â ðàìêàõ ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß, òàê è â ðàìêàõ òðåõìåðíîé
ïîñòàíîâêè çàäà÷è (ñì.  2 ãë. 5).
Òàáëèöà 6.2.
2h/r2 ω˜1 ký1 ω˜2 ký2 ω˜3 ký3
1/5 0,3596 0,463 1,1843 0,459 2,2279 0,073
2/15 0,3594 0,464 1,1773 0,462 2,1713 0,076
3/15 0,3591 0,465 1,1651 0,467 2,0712 0,069
4/15 0,3587 0,467 1,1470 0,474 1,9186 0,084
5/15 0,3582 0,469 1,1221 0,480
Â òàáëèöå 6.2 ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ òðåõìåðíîé çàäà-
÷è çíà÷åíèß ïåðâûõ òð¼õ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ω = ω˜ · 105 ðàä/ñ ðàäè-
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àëüíûõ êîëåáàíèé êîëüöà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåëè÷èíû ÊÝÌÑ ký â
çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèß òîëùèíû êîëüöà 2h ê âíåøíåìó ðàäèóñó r2.
Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè r2 = 0, 015 ì è âíóòðåííåì ðàäèóñå êîëüöà
r1 = 0, 005 ì.
Çíà÷åíèß ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è âåëè÷èíû ÊÝÌÑ, ïîëó÷àåìûå â ðàì-
êàõ ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 6.3.
Òàáëèöà 6.3.
ω˜1 ký1 ω˜2 ký2 ω˜3 ký3
ÌÊÝ 0,3597 0,463 1,1871 0,458 2,680 0,0722,2528
òî÷íîå
ðåøåíèå 0,35961 1,18654 2,24491
Äàííûå òàáëèöû 6.3 ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì 24 êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàçáèâêè ÷åòâåðòè ñðåäèííîé ïëîñêîñòè êîëüöà. Íèæíåå çíà-
÷åíèå ω˜3 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 32 ýëåìåíòîâ. Íåîáõîäèìîñòü â îòíîñè-
òåëüíî áîëüøîì êîëè÷åñòâå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îáúßñíßåòñß èñïîëüçî-
âàíèåì ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â äàííîì
ñëó÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñîîòíîøå-
íèß â ïîëßðíûõ êîîðäèíàòàõ.
Ïðèâåäåííûå â òàáëèöàõ 6.2 è 6.3 ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî
çíà÷åíèå îñíîâíîé ðàäèàëüíîé ÷àñòîòû ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû êîëüöà
èçìåíßåòñß íåçíà÷èòåëüíî. Ñ óâåëè÷åíèåì ãàðìîíèêè âëèßíèå òîëùèíû
êîëüöà íà ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû óñèëèâàåòñß. Äàííûå òàáëèö 6.2 è 6.3
ñîîòâåòñòâóþò ïüåçîêåðàìèêå ÖÒÑòÁÑ2.
 3. Êîíêðåòèçàöèß àìïëèòóäíîé è òåìïåðàòóðíîé çàâèñè-
ìîñòè õàðàêòåðèñòèê ïüåçîìàòåðèàëà


















íàêî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèé (6.6) íåçàâèñèìûõ ñðåäè ýòèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ âñåãî òðè. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èõ ýêñïåðèìåíòàëüíî-
ãî îïðåäåëåíèß íà îñíîâå ñåðèè îäíîìåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èñõîäß èç
òðåáîâàíèß åäèíûõ êðèâûõ çàâèñèìîñòåé (6.6) â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ.
Ïðåæäå âñåãî äëß ôèêñèðîâàííûõ ÷àñòîòû è òåìïåðàòóðû íåîáõîäè-
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ìî êîíêðåòèçèðîâàòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé (6.6). Ñîîòâåòñòâóþùèé
ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïðîâåñòè íà òîíêîì è óçêîì ñòåðæíåâîì îáðàçöå ñ
ïîëßðèçàöèåé, íàïðàâëåííîé ïîïåðåê ïðîäîëüíîé îñè ñòåðæíß, è ñ ýëåê-
òðîäàìè íà ãðàíßõ, ïåðïåíäèêóëßðíûõ íàïðàâëåíèþ ïîëßðèçàöèè. Ìå-
òîäèêà ýêñïåðèìåíòà ïðåäïîëàãàåò êèíåìàòè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ïðî-
äîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíß ïðè çàêîðî÷åííûõ ýëåêòðîäàõ, â ñâßçè ñ
÷åì îäèí èç åãî êîíöîâ êðåïèòñß ê âèáðàòîðó. Äëß íåïîñðåäñòâåííî-
ãî îïðåäåëåíèß èñòèííîãî õàðàêòåðà çàâèñèìîñòåé (6.6) îïòèìàëüíîé
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé ñëåäóåò ñ÷èòàòü òàêóþ, êîòîðàß îáåñïå÷èâàåò
îäíîðîäíîå íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå ìàòåðèàëà îáðàçöà ïðè åãî öèêëè-
÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè. Ïîýòîìó ñâîáîäíûé êîíåö ñòåðæíß ïðåäïî-
ëàãàåòñß íàãðóæåííûì ìàññîé M , êîòîðàß ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò
ìàññó ñàìîãî ñòåðæíß. Ïóñòü îñü ñòåðæíß íàïðàâëåíà âäîëü îñè x1,







2), I¯2 = I¯6 = I¯10 = 0. (6.44)
Íåïîñðåäñòâåííîìó ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èçìåðåíèþ ïîäëåæàò àì-
ïëèòóäû ïåðåìåùåíèé îñíîâàíèß âèáðàòîðà è ãðóçà íà ñâîáîäíîì êîíöå
ñòåðæíß, à òàêæå óãîë ñäâèãà ôàç ìåæäó ýòèìè ïåðåìåùåíèßìè. Ïî ñó-
òè, èìååì äåëî ñ ìåòîäèêîé ïðîâåäåíèß ýêñïåðèìåíòà, ïðåäëîæåííîé â
ìîíîãðàôèè [131]. Ïî èçìåðåííûì âåëè÷èíàì âû÷èñëßþòñß àìïëèòóäû
è ôàçû ìåõàíè÷åñêîãî íàïðßæåíèß σ11 è äåôîðìàöèè ε11, à, ñëåäîâà-











11 − σ′11ε′′11. (6.45)
Âàðüèðóß àìïëèòóäó âèáðàòîðà ïðè îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå êîëå-




11L â (6.7) è (6.8) ðàâíûìè
ñîîòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòàì ëèíåéíîé òåîðèè, ìîæíî ïîëó÷èòü
èñêîìûå çàâèñèìîñòè (6.6). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå òåõíèêè ïðîâåäåíèß
ïîäîáíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â ÷àñòíîñòè, òåõíèêè ðåãèñòðàöèè êîëåáàíèé,
ïîääåðæàíèß íà îòíîñèòåëüíî ïîñòîßííîì óðîâíå òåìïåðàòóðû îáðàç-
öà è ò.ï. ìîæíî íàéòè â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå [131, 132, 135]. Çäåñü
æå óêàæåì òîëüêî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ñòåðæíß è ìàññó ãðó-
çà ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèìè, ÷òîáû íå òîëüêî îáåñïå÷èòü îäíîðîäíîå
íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå ñòåðæíß, íî è ïî-âîçìîæíîñòè ïðèáëèçèòü ñîá-
ñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé ñòåðæíß ñ ãðóçîì ê òîé ÷àñòîòå, íà êîòîðîé
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íåîáõîäèìî êîíêðåòèçèðîâàòü çàâèñèìîñòè (6.6). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìîæåò ñêàçûâàòüñß âëèßíèå âûñøèõ ãàðìîíèê [131].
Èñïîëüçóß óñòàíîâëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî çàâèñèìîñòè (6.6), ìîæ-






â (6.7) è (6.8). Äëß ýòîãî â îïèñàííîì âûøå ýêñïåðèìåíòå äîñòàòî÷íî
èçìåíèòü ýëåêòðè÷åñêèå óñëîâèß íà ýëåêòðîäàõ, à èìåííî, ñ÷èòàòü ïî-
ñëåäíèå ïîäñîåäèíåííûìè ê ãåíåðàòîðó ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß ñ


























, I¯2 = 0.
(6.46)
Â ñåðèè èç n èçìåðåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì óðîâíßì íà-
ãðóæåíèß íà çàäàííîé ÷àñòîòå (ïðè ýòîì âàðüèðóåòñß ëèáî àìïëèòóäà
âèáðàòîðà, ëèáî àìïëèòóäà ãåíåðàòîðà, ëèáî îáå àìïëèòóäû ñðàçó), íà-





























Îäíîâðåìåííî íàõîäßòñß n íàáîðîâ âåëè÷èí (6.46) I¯1k , I¯6k , I¯10k
(k = 1 ÷ n). Ïðè ýòîì ìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, êàê è ðàíüøå, íà-
õîäßòñß ïî èçìåðåííûì ïåðåìåùåíèßì (àìïëèòóäàì è ôàçàì) îñíîâà-




3  ïî èçìåðåííîé àìïëè-





íû. Ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ (6.6) êàæäîé ïàðå çíà÷å-
íèé U¯k, D¯k ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðó çíà÷åíèé U¯Lk , D¯Lk
(k = 1÷ n). Çàòåì ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé è âû÷èñëåíèé ìîæíà îáðàáî-
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11L âûáðàíû ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàì ëèíåé-












































































11L . Âàæíûì ßâëßåòñß òî, ÷òî ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëßþòñß íà îäíîé è òîé
æå (ðàáî÷åé) ÷àñòîòå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êðèâûå (6.6) èçâåñòíû çàðà-
íåå, ñêàæåì, îïðåäåëåíû èç êàêèõ-òî äðóãèõ ýêñïåðèìåíòîâ, íàïðèìåð,







, êîòîðûå íå ôèãóðèðóþò â (6.7)




11L â (6.48) òàêæå ßâëßþòñß íåèçâåñòíûìè. ÌÍÊ â


















òàêæå, ÷òî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòðîåíèß êðèâûõ òèïà (6.6), à òàê-
æå ïîñëåäóþùàß îáðàáîòêà è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâßò ñóòü ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè èñïîëüçóåìîé ãèïîòåçû î çàâèñèìîñòè êîí-
ñåðâàòèâíîé è äèññèïàòèâíîé õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îò ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé èíâàðèàíòîâ.





Â ïðèíöèïå, ïðè ïîñòðîåííûõ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì çàâèñèìîñòßõ
(6.6) ýòè êîýôôèöèåíòû ìîæíà íàõîäèòü èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ÷èñòûé
ñäâèã â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëßðíîé íàïðàâëåíèþ ïîëßðèçàöèè, íà-
ïðèìåð, èñïîëüçóß êðóòèëüíûå êîëåáàíèß ïîëîãî êðóãîâîãî òîíêîãî
ïüåçîöèëèíäðà ñ ïîëßðèçàöèåé âäîëü îáðàçóþùåé, îäèí êîíåö êîòîðîãî
æåñòêî çàùåìëåí, à äðóãîé ñîåäèíåí ñ ìàññèâíûì äèñêîì. Ïîñêîëüêó
óêàçàííûé ñäâèã íå âëèßåò íà ýëåêòðè÷åñêîå ñîñòîßíèå îáðàçöà, òåõíè-
êà ïðîâåäåíèß òàêîãî ýêñïåðèìåíòà îñòà¼òñß, â ïðèíöèïå, òàêîé æå, êàê
è äëß íåïüåçîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ [135], õîòß, â ñèëó ñïåöèôèêè ïüå-
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çîìàòåðèàëîâ, íàïðèìåð, ïüåçîêåðàìèêè, îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè ïðè
ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ è èçãîòîâëåíèè íåîáõîäèìûõ äëß ýòîãî ïüå-




, I¯1 = I¯6 = I¯10 = 0. (6.50)
Ïî àìïëèòóäàì è ôàçàì äåôîðìàöèè è íàïðßæåíèß ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü õàðàêòåðèñòèêè










12 − σ′12ε′′12) (6.51)
äëß ðàçëè÷íûõ óðîâíåé âîçáóæäåíèß êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé è, èñïîëü-






































11L  êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé òåîðèè.




12L , èñïîëüçóß äàí-
íûå îïèñàííîãî âûøå ýêñïåðèìåíòà ïî êîíêðåòèçàöèè çàâèñèìîñòåé (6.6).
Äëß ýòîãî ïðè ïðîâåäåíèè óêàçàííîãî ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäèìî äîïîë-
íèòåëüíî èçìåðßòü àìïëèòóäó è ôàçó äåôîðìàöèè îáðàçöà âäîëü îñè



































































ãäå |ε˜11k |, |ε˜22k |  àìïëèòóäû äåôîðìàöèé â k-îì èçìåðåíèè, à ∆ϕk =
= ϕ11k − ϕ22k  óãîë ñäâèãà ôàç ìåæäó íèìè; ξk = D¯k/U¯k, à U¯k è D¯k
 çíà÷åíèß íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê, âû÷èñëßåìûå ñîãëàñíî (6.45).
Ïðè |ξk|  1 ñîîòíîøåíèß (6.54) óïðîùàþòñß.
Êîýôôèöèåíòû èç (6.22) è (6.30) ìîæíî îïðåäåëèòü, åñëè äîïîëíè-
òåëüíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ýêñïåðèìåíòû íà ñòåðæíå ñ ïðîäîëüíîé
ïîëßðèçàöèåé è ñ ýëåêòðîäàìè íà òîðöàõ ñòåðæíß.
Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé (6.6) è ôèãóðèðóþùèå â (6.7),
(6.8), (6.22) è (6.30) êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü íàéäåíû íà îñíîâå ñå-
ðèè îäíîìåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåðæíåâûõ îáðàçöîâ
ñ ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé ïîëßðèçàöèåé. Äëß îöåíêè âëèßíèß òåìïå-
ðàòóðû íà ýòè çàâèñèìîñòè è êîýôôèöèåíòû óêàçàííóþ ñåðèþ ýêñïå-
ðèìåíòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ îáðàçöà.
Ïîëíûé íàáîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîì
ïîâåäåíèè âßçêîóïðóãèõ ïüåçîìàòåðèàëîâ ïðè ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæå-
íèè, êîòîðûé äàâàë áû âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü óêàçàííûì âûøå ñïî-
ñîáîì âñå êîýôôèöèåíòû â ëèíåéíûõ êîìáèíàöèßõ èíâàðèàíòîâ (6.7) è





èç (6.7) è (6.8) áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ëèíåéíîé òåîðèè, ò.å. êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèßõ äëß ýòèõ
âåëè÷èí ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè. ×òî êàñàåòñß ôóíêöèé (6.6), òî äëß èõ
êîíêðåòèçàöèè âîñïîëüçóåìñß èìåþùèìèñß ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè î çàâèñèìîñòè êîìïëåêñíîé ìåõàíè÷åñêîé ïîäàòëèâîñòè â íàïðàâ-
ëåíèè, ïåðïåíäèêóëßðíîì îñè ïîëßðèçàöèè, îò àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêî-
ãî íàïðßæåíèß [58]. Íåïîñðåäñòâåííîå óñòàíîâëåíèå ýòîé çàâèñèìîñòè
âîçìîæíî â ðàìêàõ îïèñàííîãî â íà÷àëå ïàðàãðàôà ýêñïåðèìåíòà íà
ñòåðæíåâîì îáðàçöå ñ ïîïåðå÷íîé ïîëßðèçàöèåé è çàêîðî÷åííûìè ýëåê-
òðîäàìè. Èç ãðàôèêîâ, ïðèâåäåííûõ â [58], âèäíî, ÷òî äëß ðàçëè÷íûõ
ñîñòàâîâ ïüåçîêåðàìèêè ðîñò äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ïîäàòëèâîñòè S
′
11
ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëåí óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêîãî íà-
ïðßæåíèß |σ˜11| (äî |σ˜11| = 20−25 ÌÏà). Äëß íåêîòîðûõ ïüåçîêåðàìèê
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11L(1 + β|σ˜11|), α, β ≥ 0, (6.55)
â ÷àñòíîñòè, äëß ñåãíåòîæåñòêîãî ïüåçîìàòåðèàëà ÖÒÑ23 α ≈ β ïðè
|σ˜11| < 20 ÌÏà (â [58] äàííûå ïî àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè ïðèâîäßòñß
äëß ìîäóëß Þíãà 1/S
′







































Âëèßíèå òåìïåðàòóðû T íà óðîâåíü íåëèíåéíîñòè ìîæíî ó÷åñòü,
ñ÷èòàß α = α(T ) è β = β(T ), åñëè, êîíå÷íî, ïðåäïîëîæèòü,÷òî ïðè
ýòîì íå èçìåíßåòñß ñàì õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé (6.55). Â ñèëó îòñóòñòâèß
íåîáõîäèìîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì,
÷òî α(T ) = β(T ) = const.
Èñïîëüçóåìûå â äàííîé ãëàâå òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè êîýôôè-
öèåíòîâ èç (6.7) è (6.8) (êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé òåîðèè) âçßòû èç ðà-
áîòû [63], ãäå îíè îïðåäåëßëèñü ïóòåì îáðàáîòêè ïðèâåäåííûõ â [171]
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ïüå-
çîêåðàìèêè â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð îò 20◦C äî 180◦C:
S
′













1 + α12(T − T1) + α′12(T − T1)2
]
,




11L(T ) = δ
E
11[1 + β11(T − T1) + β
′
11(T − T1)2],




12L(T ) = δ
E





31(T ) = d
◦
31[1 + ξ31(T − T1) + ξ
′
31(T − T1)2], (6.58)




31L(T ) = δ
P





33L(T ) = µ
◦
33[1 + γ33(T − T1) + γ
′
33(T − T1)2],
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33L(T ) = δ
T




S◦11 = 12, 5 · 10−12Ïà−1, S◦12 = −4, 62 · 10−12Ïà−1,
d◦31 = 160 · 10−12Êë/Í, µ◦33 = 2100 · ε◦, ε◦ = 8, 854 · 10−12Ô/ì,
δ
E
11 = 0, 0016, δ
E
12 = 0, 0014, δ
P
31 = 0, 004, δ
T
33 = 0, 0035, T1 = 20
◦C.
Â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð T îò 20◦C äî 160◦C çíà÷åíèß îñòàâøèõñß
ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèå:
α11 = 4, 667· α◦, α12 = 10, 46· α◦, α′11 = α
′
12 = 0, β11 = 7, 813· α◦,
β12 = 0, 651· α◦, ξ31 = 8, 333· α◦, η31 = 156, 3· α◦, γ33 = 17, 86· α◦,
Θ33 = 154, 8 ·α◦, α◦ = 10−4ãðàä−1, β′11 = 3, 906 ·β◦, β
′
12 = −0, 0177 ·β◦,
ξ
′
31 = 1, 389 · β◦, η
′
31 = 12, 15 · β◦, γ
′
33 = 5, 622 · β◦, Θ
′
33 = 5, 952 · β◦,
β◦ = 10−5ãðàä−2;
â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð îò 160◦C äî 180◦C:
α11 = 124, 8· α◦, α′11 = −8, 584· β◦, α12 = 208, 7· α◦, α
′
12 = −14, 16· β◦,
β11 = 937, 5· α◦, β′11 = −62, 50· β◦, β12 = 434, 7· α◦, β
′
12 = −26, 33· β◦,
γ33 = −560, 8· α◦, γ′33 = 46, 95· β◦, Θ33 = −1150· α◦, Θ
′
33 = 99, 70· β◦.
Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè äîïîëíèòåëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ëèíåéíîé òåîðèè, ôèãóðèðóþùèõ â (6.22) è (6.30), òàêèå æå,
êàê è â  4 ãë. 5.
Â äàëüíåéøåì ïðèíèìàþòñß ñëåäóþùèå çíà÷åíèß òåïëîôèçè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà:
λ11 = 1, 25 Âò/ì · ãðàä, cò = λ11
ρaò
,
ρ = 7520 êã/ì3, aò = 0, 4 · 10−6ì2/c.
 4. Ïðèìåðû ðàñ÷¼òîâ
Íà îñíîâå èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïðîâåäåíî èññëå-
äîâàíèå ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé è äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ñâîáîäíîé
îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè ïðßìîóãîëüíîé ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ïëàñòèíû
ñ ïîëíîñòüþ ýëåêòðîäèðîâàííûìè ãëàâíûìè ãðàíßìè, ê êîòîðûì ïîä-
âîäèòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ∆ϕeiωt (ðèñ. 6.1). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ïðåäñòàâëåíû íèæå äëß ïëàñòèíû ñ ðàçìåðàìè 2a = 6 ñì, 2b = 2 ñì,
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Ðèñ. 6.1.
2h = 2 ìì è óñëîâèßìè òåïëîîáìåíà
T c = T cê =
0
T= 20◦C, αò = αòê = 25 Âò/ì
2 · ãðàä.
Ïðè ðàñ÷åòå À×Õ è Ò×Õ èñïîëüçîâàëñß ïðè¼ì ïðîäîëæåíèß ðåøå-
íèß ïî ïàðàìåòðó íàãðóæåíèß.
Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â îêðåñòíîñòè îñíîâíîãî ïëàíàðíîãî (ïðî-
äîëüíîãî) ðåçîíàíñà.
4.1. Ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûé ìàòåðèàë
Íà ðèñ. 6.2, 6.3 ïðåäñòàâëåíû Ò×Õ óñòàíîâèâøåéñß ìàêñèìàëüíîé
òåìïåðàòóðû (â öåíòðå ïëàñòèíû) è À×Õ òîêà ñìåùåíèß |I˜| = ω
∣∣∣∣∣ ∫SýD˜3dS
∣∣∣∣∣
äëß ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñ èçîòåðìè÷åñêèìè ( T =
0
T ) âßç-
êîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè ïðè ∆ϕ = 6, 3 B è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèßõ ïàðà-
ìåòðà íåëèíåéíîñòè α = β èç (6.55). Çäåñü è íèæå ω¯ = ω · 10−10ñ/ðàä.
Ðèñ. 6.2. Ðèñ. 6.3.
Äëß ñðàâíåíèß øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà õàðàêòåðèñòèêà äëß ëèíåé-
íîãî ìàòåðèàëà. Âèäíî, ÷òî ó÷¼ò ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê
ýôôåêòàì, òèïè÷íûì äëß âßçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ íåëèíåéíîñòüþ
ìßãêîãî òèïà, à èìåííî ê îòêëîíåíèþ À×Õ è Ò×Õ âëåâî îò ðåçîíàíñà
ëèíåéíîé ñèñòåìû è èõ òðàíñôîðìàöèè â õàðàêòåðèñòèêè ìßãêîãî òè-
ïà ñ íàëè÷èåì íèæíåé è âåðõíåé âåòâåé, êîòîðûì ìîãóò îòâå÷àòü ñâîè
ðåæèìû êîëåáàíèé è äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà. Ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ
íåëèíåéíîñòè α (êðèâàß 1) îòêëîíåíèå ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò âëåâî íåçíà-
÷èòåëüíî è óðîâåíü òåìïåðàòóðû è àìïëèòóä ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíßåòñß. Ñ óâåëè÷åíèåì α (êðèâàß 2) ïðîèñ-
õîäèò áîëåå ñèëüíûé äðåéô ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû è çàòßãèâàíèå âåðõ-
íèõ âåòâåé À×Õ è Ò×Õ â ñòîðîíó óìåíüøåíèß ÷àñòîòû ñ ïîßâëåíèåì
÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ íåîäíîçíà÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äàëüíåéøåå
óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæå-
íèþ ðåçîíàíñíîãî óðîâíß àìïëèòóä è òåìïåðàòóðû (êðèâàß 3) âïëîòü äî
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âûðîæäåíèß îáëàñòåé íåîäíîçíà÷íîñòè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê (êðè-
âàß 4). À×Õ äëß ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì íà
ðèñ. 6.3.
Ðèñ. 6.4. Ðèñ. 6.5.
Ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè ýôôåêòû ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè óñèëè-
âàþòñß. Íà ðèñ. 6.4 è 6.5 ïðèâåäåíû Ò×Õ è À×Õ ìåõàíè÷åñêîãî íà-
ïðßæåíèß â ñðåäíåé òî÷êå ïëàñòèíû ïðè ïîñòîßííîì α è ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèßõ ∆ϕ (3; 6, 3; 12 B). Øòðèõîâûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ñëó-
÷àþ ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà.
Ðèñ. 6.6.
Íà ðèñ. 6.6 (êðèâîé 1) ïðåäñòàâëåíà Ò×Õ äëß ôèçè÷åñêè íåëèíåé-
íîãî ìàòåðèàëà ñ çàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè ïðè ∆ϕ =
6, 3 B è ïàðàìåòðå íåëèíåéíîñòè, õàðàêòåðíîì äëß ñåãíåòîæåñòêîé ïüå-
çîêåðàìèêè ÖÒÑ23. Êðèâàß 2 õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àé ôèçè÷åñêè ëè-
íåéíîãî ìàòåðèàëà (α = 0) ñ çàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâà-
ìè, à êðèâàß 3  ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñ èçîòåðìè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè (T =
0
T ). Õàðàêòåð À×Õ àíàëîãè÷åí ïðåäñòàâëåííîé Ò×Õ.
Âèäíî, ÷òî ýôôåêòû ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè è íåëèíåéíîñòè çà ñ÷¼ò
çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû â êà÷åñòâåííîì îòíî-
øåíèè àíàëîãè÷íû. Â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè â äàííîì ñëó÷àå äî-
ìèíèðóþò ýôôåêòû çà ñ÷¼ò çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû.
Ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî îáå íåëèíåéíîñòè, çàìåòíî âëèßß íà àìïëè-
òóäû, ïî÷òè íå èñêàæàþò ôîðì ðàñïðåäåëåíèß ïîëåâûõ âåëè÷èí.
4.2. Ôèçè÷åñêè ëèíåéíûé ìàòåðèàë ñ çàâèñßùèìè îò òåìïå-
ðàòóðû ñâîéñòâàìè
Êðèâûå òèïà 2 íà ðèñ. 6.6 (ôèçè÷åñêè ëèíåéíûé ìàòåðèàë ñ çàâè-
ñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîéñòâàìè) ðàññ÷èòûâàëèñü êàê ñ ïîìîùüþ
ÌÏÏ, òàê è ÌÏÈ.
Ðèñ. 6.7. Ðèñ. 6.8.
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Íà ðèñ. 6.7 è 6.8 äëß óñòàíîâèâøåãîñß ðåæèìà äèññèïàòèâíîãî ðàçî-
ãðåâà ïðåäñòàâëåíû Ò×Õ ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû (â öåíòðå ïëàñòè-





òî÷êå x2 = 0, x1 =
a
2
). Êðèâûå 1-3 ðàññ÷èòàíû ïðè çíà÷åíèßõ àì-
ïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß ∆ϕ ñîîòâåòñòâåííî 6, 3, 9 è 12 Â.
Äëß ñðàâíåíèß øòðèõîâûìè ëèíèßìè 1′, 2′ è 3′ ïîêàçàíû õàðàêòåðè-
ñòèêè äëß ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñ íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû ñâîé-
ñòâàìè. Êðèâàß 1 íà ðèñ. 6.7 ñîâïàäàåò ñ êðèâîé 2 íà ðèñ. 6.6. Âèäíî,
÷òî ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß ∆ϕ âëèßíèå
çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû è òåðìîìåõàíè÷åñêî-
ãî ñîïðßæåíèß (ÒÌÑ) íà Ò×Õ è À×Õ óñèëèâàåòñß, ÷òî ïðîßâëßåòñß
â óâåëè÷åíèè ñäâèãà ðåçîíàíñà â îáëàñòü íèçêèõ ÷àñòîò è ðàñøèðåíèè
îêðåñòíîñòè ÷àñòîò ñ íåîäíîçíà÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Ðèñ. 6.9. Ðèñ. 6.10.
Ðèñ. 6.11.
Íà ðèñ. 6.9  6.11 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèß âäîëü äëèíû ïëàñòèíû
(x2 = 0) óñòàíîâèâøèõñß ñîñòàâëßþùèõ u′1 è u′′1 ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùå-
íèß, ñîñòàâëßþùèõ σ′1 è σ′′1 íàïðßæåíèß è òåìïåðàòóðû T íà ÷àñòîòå
ω¯ = 1, 690 ïðè ∆ϕ = 6, 3 Â . Êðèâûå 1, 1′ è 1′′ ñîîòâåòñòâóþò âûñîêî-
òåìïåðàòóðíûì âåòêàì Ò×Õ è À×Õ, à êðèâûå 2, 2′ è 2′′  íèçêîòåìïå-









Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ (ÌÏÏ), ìåòîä ïîøàãî-
âîãî èíòåãðèðîâàíèß âî âðåìåíè (ÌÏÈ) ïîçâîëßåò èññëåäîâàòü ïîâåäå-
íèå ïüåçîýëåìåíòà êàê â óñòàíîâèâøåìñß òåïëîâîì ñîñòîßíèè, òàê è â
ïðîöåññå âûõîäà òåìïåðàòóðû íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Íà ðèñ. 6.12
ïîêàçàíû ýâîëþöèè âî âðåìåíè ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû (êðèâàß
 4. Ïðèìåðû ðàñ÷¼òîâ 323
1), äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ñîñòàâëßþùèõ ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèß
(êðèâûå 2 è 2′) â òî÷êå áîëüøåé îñè ïëàñòèíû, ëåæàùåé íà óäàëåíèè




1 · 105 ì−1) äëß ÷àñòîòû ω¯ = 1, 691 > ω¯41.
Îïèñàííûå ýâîëþöèè ßâëßþòñß õàðàêòåðíûìè äëß âñåãî ÷àñòîòíîãî èí-
òåðâàëà ω¯41 < ω¯ < ω¯◦ (íà ðèñ. 6.6), ãäå ω¯◦ = 1, 696  ðåçîíàíñíàß
÷àñòîòà â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñ íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòó-
ðû ñâîéñòâàìè. Êðèâàß 3 õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññ âûõîäà òåìïåðàòóðû
íà íèæíþþ âåòêó Ò×Õ ïðè ω¯ = 1, 690 < ω¯41. Ýâîëþöèþ òåìïåðàòó-
ðû â îáëàñòè ÷àñòîò, ãäå ïðîèñõîäèò ñêà÷îê êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà ñ
âåðõíåé âåòêè íà íèæíþþ, îïèñûâàþò êðèâûå 4, 5.
Ðèñ. 6.13.
Õàðàêòåð èçìåíåíèß âî âðåìåíè àìïëèòóäû òîêà ñìåùåíèß è ÊÝÌÑ
â èíòåðâàëå ÷àñòîò ω¯41 < ω¯ < ω¯◦ ïîêàçàí íà ðèñ. 6.13 ñîîòâåòñòâåííî
êðèâûìè 1 è 3 (äàííûå íà ðèñ. 6.13 ñîîòâåòñòâóþò ω¯ = 1, 691 > ω¯41).
Êàê ïîêàçûâàåò êðèâàß 3, âûõîä ïðîöåññà íà âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ
âåòâü ñîïðîâîæäàåòñß óìåíüøåíèåì ÊÝÌÑ. Äëß àìïëèòóäû òîêà (êðè-
âàß 1) èìååòñß ßðêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì â îïðåäåë¼ííûé ìîìåíò
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíòó ñìåíû ôàçû ïåðåìåùåíèé è ðåçêî-
ãî âîçðàñòàíèß òåìïåðàòóðû ðàçîãðåâà íà ðèñ. 6.12.
Õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå êðèâûõ íà ðèñ. 6.12 è 6.13 ïîëíîñòüþ îáúßñ-
íßåòñß çàâèñèìîñòüþ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû, â ÷àñòíîñòè,
ñäâèãîì ÷àñòîòû ðåçîíàíñà â îáëàñòü íèçøèõ ÷àñòîò. Íà îïðåäåëåí-
íîì ýòàïå ðàçîãðåâà ( t ≈ 8 ìèí) ñâîéñòâà ìàòåðèàëà äîñòèãàþò òàêèõ
çíà÷åíèé, ÷òî êîëåáàòåëüíàß ñèñòåìà íà ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòîòå âõî-
äèò âî âðåìåííûé ðåçîíàíñ. Ïðè ýòîì ðåçêîå óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû
(ðèñ. 6.12) ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåíåíèþ ñâîéñòâ è ñäâè-
ãó ðåçîíàíñíîé îáëàñòè âëåâî; àìïëèòóäû âåëè÷èí ïàäàþò è ïðîöåññ
óñòàíàâëèâàåòñß.
Ðèñ. 6.14.
Âðåìåííàß ýâîëþöèß ïðîöåññà âî ìíîãîì îïðåäåëßåòñß óñëîâèßìè
òåïëîîáìåíà. Íà ðèñ. 6.14 êðèâûå 1  4 îïèñûâàþò èçìåíåíèå ìàêñè-
ìàëüíîé òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè íà ÷àñòîòå ω¯ = 1, 691 äëß ïàðàìåò-
324 Ãëàâà 6. Ïëàíàðíûå êîëåáàíèß ... òîíêèõ ïüåçîïëàñòèí
ðîâ òåïëîîòäà÷è αò , ðàâíûõ 5, 25, 35 è 50 Âò/ì2 ·ãðàä ñîîòâåòñòâåííî.
Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì αò îïèñàííûé âûøå ïåðåõîä ïðîöåññà íà
âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ âåòâü ïåðåä äîñòèæåíèåì òåìïåðàòóðîé ñòàöèî-
íàðíîãî ñîñòîßíèß íå íàáëþäàåòñß.
Äëß àíàëèçà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ðàçîãðåâà, êîãäà ñâîéñòâà ìàòå-
ðèàëà çàâèñßò îò òåìïåðàòóðû, ýôôåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü ÌÏÏ. Îäíà-
êî, ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè â åãî ïðèìåíåíèè ïðè ðàñ÷åòàõ ó÷àñò-
êîâ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ âåòâåé, ëåæàùèõ â îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè
Ò×Õ è À×Õ. Ýòî ïðîßâëßåòñß â íåîáõîäèìîñòè âûáîðà ìàëîãî øàãà ïî
÷àñòîòå ïðè ïðîäîëæåíèè ðåøåíèß ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðîèçîéä¼ò ñðûâ ðåøåíèß íà íèæíþþ âåòêó. Äëß ðàñ÷¼òà óêà-
çàííûõ ó÷àñòêîâ Ò×Õ è À×Õ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ÌÏÈ â
ñî÷åòàíèè ñ ïðèåìîì ïðîäîëæåíèß ðåøåíèß ïî ÷àñòîòå.
 5. Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèß ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ïëàñòèíû
ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû
Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ðåæèìîâ ðàáîòû ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ ßâëßåòñß ðåçîíàíñíûé ðåæèì, ïðè êîòîðîì îñîáåííî ñèëüíî
ïðîßâëßþòñß äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â âèäå äèýëåêòðè÷å-
ñêèõ, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ, è, â îñîáåííîñòè, ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü. Â
çàâèñèìîñòè îò ôîðìû êîëåáàíèé, äëèòåëüíîñòè è óðîâíß íàãðóæåíèß,
óñëîâèé òåïëîîáìåíà, à òàêæå èç-çà ñëàáîé òåïëîïðîâîäíîñòè òðàäè-
öèîííûõ ïüåçîêåðàìèê, ãèñòåðåçèñíûå ïîòåðè ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷è-
òåëüíîìó ñàìîðàçîãðåâó ïüåçîýëåìåíòîâ â ðåçóëüòàòå ïðåâðàùåíèß ÷à-
ñòè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè êîëåáàíèé â òåïëîâóþ. Ñ ïîâûøåíè-
åì òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò ñäâèã ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû îò ñâîåãî íîìè-
íàëüíîãî çíà÷åíèß è, âñëåäñòâèå ýòîãî, ñíèæåíèå àìïëèòóä âûõîäíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîýëåìåíòà. Äëß ïîääåðæàíèß ýòèõ
õàðàêòåðèñòèê íà îòíîñèòåëüíî âûñîêîì è íåèçìåííîì óðîâíå â òå÷åíèè
äëèòåëüíîãî âðåìåíè íàãðóæåíèß áåç ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèß ïîäâî-
äèìîé ê ïüåçîýëåìåíòó ìîùíîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ðåçîíàíñíûé
ðåæèì êîëåáàíèé ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû (ÀÏ×) âîçáóæäåíèß [151].
Çàêîí èçìåíåíèß âî âðåìåíè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû, îòðàæàþùèé ðåæèì
àâòîïîäñòðîéêè, îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû äèñ-
ñèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà è äîëæåí íàõîäèòüñß â ïðîöåññå ðåøåíèß çàäà÷.
Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèß ìîäåëüíîé çàäà÷è î ðåçî-
íàíñíûõ êîëåáàíèßõ ñ ÀÏ× ïðßìîóãîëüíîé ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ïëàñòè-
 5. Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèß...ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû 325
íû è äà¼òñß îöåíêà ýôôåêòàì ÀÏ×. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñß
øàãîâûì ìåòîäîì. Íà n-ì âðåìåííîì øàãå ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåìïå-
ðàòóðû
n−1
T , íàéäåííîé íà ïðåäûäóùåì n − 1-ì øàãå, îïðåäåëßþòñß
ñâîéñòâà ìàòåðèàëà è ðåøàþòñß ñëåäóþùèå ëèíåéíûå çàäà÷è:
1) íàõîæäåíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû
n
ωr (óòî÷íåíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-
òû
n−1
ω r, íàéäåííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå);
2) âû÷èñëåíèå äëß íàéäåííîãî çíà÷åíèß
n
ωr ðàñïðåäåëåíèé ìåõàíè÷å-
ñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé;
3) óòî÷íåíèå ïî íàéäåííûì ðàñïðåäåëåíèßì ïîëåâûõ âåëè÷èí äèññè-
ïàòèâíîãî èñòî÷íèêà è îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
n
T ïóò¼ì ðåøåíèß
çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé
n−1
T . Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî ïðèíèìàåòñß ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
0
T .
Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü äëß ïëàñòèíû èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïðè
αò = 5 Âò/ì2 · ãðàä.
Ðèñ. 6.15.
Êðèâûå 1 íà ðèñ. 6.15 õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïåðâîé
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ïëàñòèíû äëß ðàçëè÷íûõ óðîâíåé âîçáóæäåíèß
∆ϕ. Çäåñü, êàê è ðàíüøå, ω¯ = ω ·10−5ñ/ðàä. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýâîëþöèè
ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû (â öåíòðå ïëàñòèíû) îïèñûâàþòñß êðèâûìè
2. Ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðû â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïëàñòèíû êà÷åñòâåííî
àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó. Âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå âî âðåìåíè ðåçîíàíñ-
íîé ÷àñòîòû îò ñâîåãî íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèß
0
ωr = 1, 696 · 105 ðàä/ñ
èìååò äëß ïðèíßòûõ óñëîâèé òåïëîîáìåíà (αò = 5 Âò/ ì2 ·ãðàä ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâîáîäíîé êîíâåêöèè âîçäóõà) ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíûé õàðàêòåð,
îïðåäåëßåìûé óðîâíåì âîçáóæäåíèß ∆ϕ, îò êîòîðîãî, â êîíå÷íîì ñ÷¼-
òå, çàâèñèò è óðîâåíü äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà â êàæäûé êîíêðåòíûé
ìîìåíò âðåìåíè. Çàêîí èçìåíåíèß ÷àñòîòû âîçáóæäåíèß, îòðàæàþùèé
ðåæèì àâòîïîäñòðîéêè, ìîæíî îïèñàòü â äàííîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíè-
åì ωr = β(∆ϕ) · t + 0ωr äëß äîñòàòî÷íî øèðîêîãî èíòåðâàëà âðåìå-
íè. Àíîìàëüíûå èçìåíåíèß â ïîâåäåíèè êðèâûõ 1, 2 ïðè ∆ϕ = 12 B
è t > 85 ñåê ñâßçàíû ñ äîñòèæåíèåì òåìïåðàòóðîé â öåíòðàëüíîé ÷à-
ñòè ïëàñòèíû òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà è äåïîëßðèçàöèåé ìàòåðèàëà
(ñì. ãëàâó 8). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêíîâåíèß è ðàçâèòèß äåïîëßðèçîâàí-
326 Ãëàâà 6. Ïëàíàðíûå êîëåáàíèß ... òîíêèõ ïüåçîïëàñòèí
íîé çîíû ðîñò òåìïåðàòóðû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíû çàìåäëßåò-
ñß, à ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà ðåçêî ñäâèãàåòñß â îáëàñòü âûñøèõ ÷àñòîò.
Âðåìåííûå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû â öåíòðàëüíîé òî÷êå ïëàñòèíû ïðè
ôèêñèðîâàííîé íîìèíàëüíîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå
0
ωr õàðàêòåðèçóþò-
ñß êðèâûìè 2′. Âèäíî, ÷òî âëèßíèå óðîâíß âîçáóæäåíèß íà ïîâåäåíèå
êðèâûõ 2′ èç-çà âûõîäà ñèñòåìû èç ðåçîíàíñíîãî ðåæèìà íå ñòîëü ñó-
ùåñòâåííî, êàê íà ïîâåäåíèå êðèâûõ 2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòå ïüåçî-
ýëåìåíòà ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû.
Îöåíèòü ýôôåêò àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû ïîçâîëßåò ñðàâíåíèå êðè-
âûõ 1 è 1′ íà ðèñ. 6.16. Êðèâûå 1 ñîîòâåòñòâóþò âðåìåííîé ýâîëþöèè
àìïëèòóäû òîêà
∣∣I˜∣∣ äëß ðåæèìà ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû. Êðèâûå
1′ îòâå÷àþò òåì æå ïàðàìåòðàì íàãðóæåíèß, íî ïðè ôèêñèðîâàííîé íî-
ìèíàëüíîé ÷àñòîòå
0
ωr. Êàê âèäíî èç ïîâåäåíèß êðèâûõ 1′, àìïëèòóäà
òîêà â ñèëó òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ðåçêî óìåíü-
øàåòñß ïåðåä äîñòèæåíèåì ñâîåãî óñòàíîâèâøåãîñß óðîâíß, êîòîðûé â
íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíß. Ïðè àâòî-
ïîäñòðîéêå ÷àñòîòû (êðèâûå 1) îòêëîíåíèå àìïëèòóäû òîêà âî âðåìåíè
îò íîìèíàëüíîãî ðåçîíàíñíîãî òîêà íåçíà÷èòåëüíî â øèðîêîì âðåìåí-
íîì èíòåðâàëå è óâåëè÷èâàåòñß ñ ðîñòîì ∆ϕ. Àíîìàëüíîå ïîâåäåíèå
êðèâîé 1 ïðè ∆ϕ = 12 è t > 85 ñåê òàêæå ñâßçàíî ñ âîçíèêíîâåíèåì è
ðàçâèòèåì äåïîëßðèçîâàííîé çîíû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíû.
Ðèñ. 6.16. Ðèñ. 6.17.
Î õàðàêòåðå ïîâåäåíèß ÊÝÌÑ ký è êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèß êîëå-
áàíèé ψ
V
ìîæíî ñóäèòü ïî êðèâûì 1, 2 íà ðèñ. 6.17. Ñîîòâåòñòâóþùèå
èçìåíåíèß ýòèõ âåëè÷èí ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå
0
ωr îïèñûâàþò-
ñß êðèâûìè 1′, 2′. Ïðè ýòîì êðèâûå 2′ äëß ðàññìàòðèâàåìûõ óðîâíåé
âîçáóæäåíèß ∆ϕ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòðîåíèß ñîâïàäàþò. Âèäíî, ÷òî
âåëè÷èíû ÊÝÌÑ ïðè àâòîïîäñòðîéêå ÷àñòîòû íà îòíîñèòåëüíî øèðî-
êîì, çàâèñßùåì îò ∆ϕ, âðåìåííîì èíòåðâàëå õîòß è íå çíà÷èòåëüíî,
íî âñ¼ òàêè âûøå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ïðè ôèêñèðîâàííîé íî-
ìèíàëüíîé ÷àñòîòå âîçáóæäåíèß
0
ωr. Íà îòìå÷åííûé âûøå ôàçîâûé
ïåðåõîä â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíû ÊÝÌÑ ðåàãèðóåò ðåçêèì óìåíü-
øåíèåì. Íàëè÷èå íåçíà÷èòåëüíûõ ïèêîâ íà êðèâûõ 1 ïåðåä èõ óáûâà-
íèåì îïðåäåëßåòñß èñïîëüçóåìîé òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ ñâîéñòâ
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ïüåçîìàòåðèàëà. Âåëè÷èíà ψ
V
ïðè àâòîïîäñòðîéêå ÷àñòîòû ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò ñî ñêîðîñòüþ, çàâèñßùåé îò ∆ϕ. Ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîå,




ωr ñâßçàíî ñ âûõîäîì ñèñòåìû èç ðåçî-
íàíñíîãî ðåæèìà.
Íà ðèñ. 6.15, 6.16 è 6.17 øòðèõîâàß ëèíèß ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ âîç-
áóæäåíèß ∆ϕ = 9 B ïðè óâåëè÷åííîì íà ïîðßäîê êîýôôèöèåíòå òåï-
ëîîòäà÷è (αò = 50 Âò/ì2 · ãðàä), ÷òî îòâå÷àåò òåïëîîáìåíó ïðè âûíóæ-
äåííîé êîíâåêöèè âîçäóõà. Âèäíî, ÷òî óñèëåíèåì òåïëîîáìåíà ìîæíî
óìåíüøèòü óõîä ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû îò íîìèíàëüíîé, ïîääåðæàòü àì-
ïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè íà íîìèíàëüíîì óðîâíå è ò.ï. Ïðè ýòîì,
îäíàêî, ñòàíîâèòñß çàìåòíîé íåëèíåéíîñòü â ïîâåäåíèè âåëè÷èí ωr(t)
è T (t), ïîñêîëüêó óñèëåíèå óñëîâèé òåïëîîáìåíà íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî
ñêàçûâàòüñß òîëüêî ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè ðàçîãðåâà.
 6. Ïðèìåðû êîíå÷íîýëåìåíòíûõ èññëåäîâàíèé ïëàíàð-
íûõ êîëåáàíèé ïüåçîïëàñòèí ñ óñëîæíåííîé ôîðìîé êîíòó-
ðà è êîíôèãóðàöèåé ýëåêòðîäîâ
Êîíå÷íîýëåìåíòíûé ìåòîä èññëåäîâàíèß ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé è äèñ-
ñèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ïðèìåíèì ê ïüåçîïëàñòèíàì ïðîèçâîëüíîé ôîð-
ìû è ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè ýëåêòðîäîâ. Â äàííîì ïàðàãðàôå ýòî
äåìîíñòðèðóåòñß íà ïðèìåðàõ çàäà÷ äëß ïðßìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ÷à-
ñòè÷íî ýëåêòðîäèðîâàííûìè ãëàâíûìè ãðàíßìè, ïðßìîóãîëüíîé ïëà-
ñòèíû ñî ñðåçàííûìè óãëàìè è êîëåö ñ ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèåé ýëåê-
òðîäîâ. Ïîñêîëüêó ýôôåêòû ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè è òåðìîýëåêòðî-
ìåõàíè÷åñêîãî ñîïðßæåíèß îñòàþòñß êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íû îïèñàí-
íûì â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ïðèâåäåì ðåøåíèß îòìå÷åííûõ çàäà÷
â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.
Îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîäîâ â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîé ìåòàëëèçàöèè ãëàâíûõ
ãðàíåé ïëàñòèíû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðû è
ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòè-
íû. Ýòî ñòàíîâèòñß î÷åâèäíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî èç ñîîòíîøå-
íèé (6.19), óêàçûâàþùåãî íà ÷¼òíîñòü ñîñòàâëßþùåé D˜3 âåêòîðà ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè ïî òîëùèííîé êîîðäèíàòå. Êðîìå òîãî, íà íåýëåê-
òðîäèðîâàííûõ ÷àñòßõ ãëàâíûõ ãðàíåé äîëæíî âûïîëíßòüñß óñëîâèå
D˜3 = 0. Ïîýòîìó íà ðßäó ñ ãèïîòåçàìè (6.1) è (6.2) ïðèíèìàåòñß äîïîë-
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íèòåëüíàß ãèïîòåçà [98]
D˜3 = 0 (6.59)
äëß òåõ îáëàñòåé ïëàñòèíû, êîòîðûå íå ëåæàò ïîä ýëåêòðîäàìè. Òîãäà






(ε˜11 + ε˜22), (6.60)
ãäå ∆ϕ˜ ßâëßåòñß, âîîáùå ãîâîðß, ôóíêöèåé êîîðäèíàò, ò.å. ∆ϕ˜ =
= ∆ϕ˜ (x1, x2). Ïîäñòàâèâ â (6.10) âìåñòî E˜3 âûðàæåíèå −∆ϕ˜/2h èç
(6.60), ïîëó÷èì îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß äëß òîé ÷àñòè ñðåäèííîé ïëîñ-
êîñòè ïëàñòèíû, êîòîðàß íå ëåæèò ïîä ýëåêòðîäàìè. Â ïîäýëåêòðîäíûõ
îáëàñòßõ â ñèëó ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè ýëåêòðîäîâ ∆ϕ˜ = const.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (6.12)  (6.14) è (6.10) ñ ó÷åòîì (6.60) íåîáõî-
äèìî íàëîæèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðßæåíèé íà
ëèíèßõ ðàçäåëà Lý = Sý ∩ Sí ÷àñòåé ñðåäèííîé ïëîñêîñòè Sý, ëåæàùèõ
è Sí íå ëåæàùèõ ïîä ýëåêòðîäàìè.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (6.16)(6.18) â âûðàæåíèè
äëß äèññèïàòèâíîãî èñòî÷íèêà (6.20) E˜3 ñëåäóåò çàìåíèòü íà −∆ϕ˜/2h
èç (6.60) äëß îáëàñòåé Sí, íå ëåæàùèõ ïîä ýëåêòðîäàìè.
Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîé ìåòàëëèçàöèè ãëàâíûõ ãðàíåé ïëàñòèíû êîíå÷-
íîýëåìåíòíóþ ðàçáèâêó ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ñëåäóåò ïðîâîäèòü òàê,
÷òîáû ëèíèè, ðàçäåëßþùèå ýòó ïëîñêîñòü íà ÷àñòè, ëåæàùèå è íå ëå-
æàùèå ïîä ýëåêòðîäàìè, ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàëè ãðàíèöàì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ðàçáèâêè. Ïðè òàêîì òðåáîâàíèè ê ðàçáèâêå óñëîâèå íåïðå-
ðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé äëß çàäà÷è (6.12)  (6.14), (6.10) è (6.60) âûïîë-
íßåòñß àâòîìàòè÷åñêè íà óðîâíå ôîðìèðîâàíèß ãëîáàëüíîé ìàòðèöû
ñèñòåìû. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íàïðßæåíèé ßâëßåòñß äëß èñïîëüçóå-
ìîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà åñòåñòâåííûì.
Çàìå÷àíèå 1. Ïðè íàõîæäåíèè êîìïëåêñíîé ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòè ïüåçî-
ïëàñòèíû â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîãî ïîêðûòèß ýëåêòðîäàìè ãëàâíûõ ãðàíåé ñîîò-
íîøåíèß ýëåêòðîñòàòèêè (4.16) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò
äîïîëíèòü óñëîâèåì
D˜3 = −µ˜ε33ϕ˜,3= 0 (6.61)
íà íåýëåêòðîäèðîâàííûõ ÷àñòßõ ãëàâíûõ ãðàíåé.
Ïðåíåáðåãàß êðàåâûìè ýôôåêòàìè âáëèçè ãðàíèö ýëåêòðîäîâ, ïðèìåì â
êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß ñèñòåìû (4.16) è (6.61) ñîîòíîøåíèå (6.26)
ïðè ∆ϕ˜ ≈ 0 íà Sí, òàê ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå äëß îïðåäåëåíèß êîìïëåêñíîé
ñòàòè÷åñêîé ¼ìêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (6.28) èëè (6.29).
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6.1 Â òàáëèöå 6.4 äëß ïðßìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ÷àñòè÷íî ýëåêòðî-
äèðîâàííûìè ãëàâíûìè ãðàíßìè (ðèñ. 6.18) è ðàçìåðàìè èç  4 ïðåä-
ñòàâëåíû çíà÷åíèß ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû (ω = ω¯ · 105 ðàä/c) è
ñîîòâåòñòâóþùèå åé çíà÷åíèß ÊÝÌÑ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ýëåê-
òðîäíîãî ïîêðûòèß. Äëß íàãëßäíîñòè íà ðèñ. 6.19 ýòè æå ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè êðèâûìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Òàáëèöà 6.4.
a′/a 1 5/6 2/3 1/2 1/3 1/6 0
ω¯ 1,696 1,697 1,701 1,712 1,730 1,755 1,784
ký 0,354 0,371 0,372 0,354 0,314 0,234
Ðèñ. 6.18. Ðèñ. 6.19.
Âèäíî, ÷òî ïóò¼ì ïðàâèëüíîãî âûáîðà âåëè÷èíû ýëåêòðîäîâ
(a′/a ≈ 2/3) ìîæíî äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèß ÊÝÌÑ ký, à ñëå-
äîâàòåëüíî, è íàèáîëüøåé ñâßçàííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìåõàíè÷åñêîãî
ïîëåé.
6.2 Çíà÷åíèß ïåðâûõ ïßòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ÊÝÌÑ äëß ïëàñòèíû ñ ïîëíîñòüþ ýëåêòðîäèðîâàííûìè ãðàíßìè
è ñðåçàííûìè óãëàìè (ðèñ. 6.20) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 6.5 äëß ïà-
ðàìåòðîâ: l1 = 4 ñì, l2 = 2 ñì, s1 = 2 ñì, s2 = 1 ñì. Âèäíî, ÷òî
Ðèñ. 6.20.
íàðßäó ñ ïåðâîé ïüåçîàêòèâíûìè ßâëßþòñß òàêæå ÷åòâåðòàß è ïßòàß
ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû. Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèß ñòàöèîíàðíîé òåìïåðà-
òóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà âäîëü îñè x1 (x2 = 0) íà ïüåçîàêòèâíûõ
ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ïîêàçàí íà ðèñ. 6.21 äëß ïàðàìåòðîâ ∆ϕ = 5 Â,
αò = 25 Âò/
(
ì2 · ãðàä) è òîëùèíû ïëàñòèíû 2h = 2 ìì. Âèäèì, ÷òî
äàæå íåçíà÷èòåëüíûé óðîâåíü íàãðóæåíèß ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó
ñàìîðàçîãðåâó ïëàñòèíû.
Â ðàáîòå [98] ýòà æå çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â óñëîæíåííîé ïîñòà-
íîâêå áåç ïðèâëå÷åíèß ãèïîòåçû (6.1), êîãäà ïîñëå ðåøåíèß ìåõàíè-
÷åñêîé çàäà÷è (6.12)  (6.14), (6.10) è îïðåäåëåíèß ïîëß äåôîðìàöèé
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Òàáëèöà 6.5.
N 1 2 3 4 5
ω¯ 1,421 3,702 5,040 5,316 5,882
ký 0,368 0,096 0,105 0,310 0,358
Ðèñ. 6.21. Ðèñ. 6.22.
ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íàõîäèòñß ïóò¼ì ðàçëîæåíèß â òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé ðßä ïî òîëùèííîé êîîðäèíàòå. Íà ðèñ. 6.22 äëß ÷àñòîòû ω¯5
ïðåäñòàâëåíû âçßòûå èç [98] ðàñïðåäåëåíèß äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé
÷àñòåé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âäîëü ëè-
íèè x2 = 0 (êðèâûå 1 è 2) è ëèíèè x2 = s1/2 (êðèâûå 1¯ è 2¯ ) ïðè
x3 = h/2. Âèäíî, ÷òî ó÷¼ò ïîòåðü â ìàòåðèàëå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî
íåðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ôàçû êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà. Âìåñòå ñ òåì, íà âåëè÷èíå äèññèïàòèâíîãî èñòî÷íèêà, êîòîðûé â
[98] èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì (6.20), ýòî ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâà-
åòñß è êðèâûå ðàñïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû íà ðèñ. 6.21, ïîëó÷åííûå ñ
ïðèâëå÷åíèåì ãèïîòåçû (6.1), ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè êðèâûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [98]. Íå èçìåíßþòñß è çíà÷åíèß
ÊÝÌÑ èç òàáë. 6.5.
6.3 Çàâèñèìîñòè ïåðâîé ðàäèàëüíîé ÷àñòîòû êîëüöà (ðèñ. 6.23) è ñî-







ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.24 êðèâûìè 1
è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû ðèñ. 6.24 ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî äîáèòüñß
óâåëè÷åíèß ÊÝÌÑ íà ïåðâîì îáåðòîíå ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé êîëüöà
ïóò¼ì ÷àñòè÷íîãî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.23, ýëåêòðîäèðîâàíèß ãëàâíûõ
ãðàíåé íå óäàåòñß.
Ðèñ. 6.23. Ðèñ. 6.24.
Âîçáóäèòü íåñèììåòðè÷íûå (ðàäèàëüíî-ñäâèãîâûå) êîëåáàíèß ñâî-
áîäíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî êîëüöà ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêîé ïîçâî-
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a) á)
Ðèñ. 6.25.
ëßþò, íàïðèìåð, òàíãåíöèàëüíûå ðàçðåçû ýëåêòðîäîâ, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 6.25 à), á). Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëó÷àßì ðàçðåçíûõ ýëåêòðîäîâ
çíà÷åíèß ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 6.6.
Òàáëèöà 6.6.
ω¯1 ω¯2 ω¯3 ω¯4
à) 1,91 3,69 5,47 5,97
á) 1,92 3,64 5,50 5,95
Ïåðâîìó îáåðòîíó ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé êîëüöà îòâå÷àåò ω¯2. Äëß
êîëüöà áåç ðàçðåçîâ ýëåêòðîäîâ îñíîâíàß ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà ðàäèàëü-
íûõ êîëåáàíèé ω¯ = 3, 59. Ðàçìåðû êîëüöà òàêèå æå, êàê è â ï. 2.2  2.
Ïðèâåä¼ííûå â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèìåðû çàäà÷ íå ïðåòåíäóþò íà
ïîëíîòó èçëîæåíèß, à ïðåäñòàâëåíû ñêîðåå ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè ïðî-
ñòîòû è ýôôåêòèâíîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ èññëåäîâàíèé.
Ãëàâà 7.
Êîëåáàíèß è äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ
êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíûõ
ýëåêòðîâßçêîóïðóãèõ òåë
Â äàííîé ãëàâå èññëåäóþòñß îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèß è äèññèïàòèâ-
íûé ðàçîãðåâ ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé ýíåðãèè â âèäå êîíñòðóêòèâíî-íåîäíî-
ðîäíûõ òåë âðàùåíèß, ñîñòîßùèõ èç àêòèâíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëî¼â è
ïàññèâíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ñëî¼â. Äèññèïàòèâíûå ñâîé-
ñòâà ìåòàëëè÷åñêèõ è ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ â ïüå-
çîêîíñòðóêöèßõ, èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [102, 132135 è äð.] Ôîðìóëèðîâêà
çàäà÷è òåðìîýëåêòðîâßçêîóïðóãîñòè äëß êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíûõ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñîñòîèò èç ñîâîêóïíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëß êàæäîãî
ñëîß è óñëîâèé ìåõàíè÷åñêîãî, ýëåêòðè÷åñêîãî è òåïëîâîãî êîíòàêòà ìåæäó
íèìè. Âñå ìàòåðèàëû ïðåäïîëàãàþòñß ôèçè÷åñêè ëèíåéíûìè. Äëß êàæäî-
ãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîß ðàçðåøàþùàß ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è óñðåäíåííîé çà
öèêë òåìïåðàòóðû îïèñûâàåòñß ñîîòíîøåíèßìè (1.185)  (1.191), (1.200). Â
ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà àìïëè-
òóäíûå óðàâíåíèß (1.200) êîíêðåòèçèðóþòñß ñîîòíîøåíèßìè (3.97), â êîòî-
ðûõ ñëåäóåò ó÷åñòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ òîëüêî îò ÷àñòîòû ω è îò
òåìïåðàòóðû T . Äëß ïàññèâíûõ (íåïüåçîàêòèâíûõ) äèýëåêòðè÷åñêèõ ñëî¼â
â îïðåäåëßþùèõ óðàâíåíèßõ (1.200) ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ ïüå-
çîêîíñòàíòû è ó÷åñòü òèï ñèììåòðèè ìàòåðèàëà. Óñëîâèß íåïðåðûâíîñòè íà
ïîâåðõíîñòßõ èäåàëüíîãî êîíòàêòà äâóõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëî¼â, ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî è ïàññèâíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ñëî¼â èìåþò âèä
σ˜
(m)









j nj = D˜
(m+1)











(m) = T (m+1),
(7.1)
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ãäå m  íîìåð ñëîß.
Îòíîñèòåëüíî ìåòàëëè÷åñêèõ ñëî¼â ñ÷èòàåì, ÷òî îíè ßâëßþòñß èäåàëüíû-
ìè ïðîâîäíèêàìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî ïðåäïîëîæåíèþ îá îòñóòñòâèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëß âíóòðè ýòèõ ñëî¼â è èõ ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ íà
ïüåçîýëåìåíòû. Êðàåâàß çàäà÷à äëß ìåòàëëè÷åñêîãî ñëîß ñâîäèòñß ê ðåøåíèþ
ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:
óðàâíåíèé êîëåáàíèé è òåïëîïðîâîäíîñòè
σ˜ij,j + ρω
2u˜i = 0, (7.2)
ρcòT˙ = (λijT,j ) ,i+D¯
′
ì, (7.3)














σ˜ij = C˜ijkl(ω, T )ε˜kl, ε˜ij =
1
2
(u˜i,j + u˜j,i) , (7.5)
êîíêðåòèçèðóåìûõ ñîîòíîøåíèßìè  5 ãë. 2. Ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèß èìåþò âèä (1.186), (1.190). Ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè
(7.3) íåîáõîäèìî äîáàâèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå äëß òåìïåðàòóðû (1.191). Ìåõà-
íè÷åñêèå è òåïëîâûå óñëîâèß íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî êîíòàêòà Sm ìåòàë-
ëè÷åñêîãî è äèýëåêòðè÷åñêîãî (ïüåçîàêòèâíîãî èëè íåïüåçîàêòèâíîãî) ñëîåâ
ñîõðàíßþò âèä (7.1). Ýëåêòðè÷åñêèå óñëîâèß çàâèñßò îò ñïîñîáà ïîäâîäà (ñúå-
ìà) ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ê òåëó [27]. Â îäíîì ñëó÷àå íà ïîâåðõíîñòè Sm
èçâåñòíûì ßâëßåòñß ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë (âñß ïîâåðõíîñòü ìåòàëëè÷å-





â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà Q˜m ìîæåò áûòü ðàâíîé íóëþ (íåçàïèòàííûé ýëåêòðîä).
Äëß ðåøåíèß çàäà÷ î êîëåáàíèßõ ñîñòàâíûõ òåë, âêëþ÷àþùèõ àêòèâíûå
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè è ïàññèâíûå (äèýëåêòðè÷åñêèå è (èëè) ìåòàëëè÷å-
ñêèå) ñëîè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó è ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííûå äëß
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ íåîäíîðîäíîñòüþ íåïðåðûâíîãî òèïà (ñì. ãë. 5).
Ýòîò âîïðîñ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñß íèæå íà ïðèìåðå ðåøåíèß êîíêðåòíûõ
çàäà÷.
 1. Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèß îñåñèììåòðè÷íîé ýëåêòðîìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû
Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèß óëüòðàçâóêîâûõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì èçìåíßþ-
ùåãîñß ñîïðîòèâëåíèß íàãðóçêè è âîçíèêàþùàß â ñâßçè ñ ýòèì çàäà÷à
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î êîëåáàíèßõ ñèñòåì ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû (ÀÏ×) âîçáóæäåíèß
èìåþò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå [151, 160]. Ïî-
âèäèìîìó, îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâßùåííûõ óêàçàííîé çàäà÷å, ßâ-
ëßåòñß ðàáîòà [151], â êîòîðîé íà ïðèìåðå ñòåðæíåâîé (îäíîìåðíîé)
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâåäåí êà÷åñòâåííûé àíàëèç íåêîòî-
ðûõ çàêîíîìåðíîñòåé òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèß àêóñòè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ ÀÏ×.
Äëß ïîëó÷åíèß áîëåå òî÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, â îñî-
áåííîñòè ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèßõ, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà
ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ñîèçìåðèìû ñ ïðîäîëüíûìè,
íåîáõîäèìû ïîäõîäû, ó÷èòûâàþùèå ïðîñòðàíñòâåííûé õàðàêòåð ðàñ-
ïðåäåëåíèß ïîëåâûõ âåëè÷èí.
Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíà äâóõìåðíàß êîíå÷íî ýëåìåíòíàß
ìîäåëü ñâßçàííûõ òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àêóñòè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ äëß óëüòðàçâóêîâîé ñâàðêè (ÓÇÑ) ïëàñòìàññ ñ ó÷åòîì ïåðå-
ìåííîãî ñîïðîòèâëåíèß íàãðóçêè è ÀÏ× [79].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íà ðèñ. 7.1 ïîêàçàíî ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷å-
íèå êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé ñòåðæíåâîé ïüåçîïðåîáðàçî-
âàòåëü 1, ñòóïåí÷àòûé êîíöåíòðàòîð 2, âßçêîóïðóãèé ýëåìåíò 3 è æåñò-
êóþ îïîðó 4. Ïðåîáðàçîâàòåëü ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàëëåëüíî âêëþ÷åí-
íûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïëàñòèí, îáùåãî ýëåêòðîäà â âèäå òîíêîãî ìå-
òàëëè÷åñêîãî äèñêà, èçëó÷àþùåé è îòðàæàþùåé ìåòàëëè÷åñêèõ íàêëà-
äîê, îäíîâðåìåííî âûïîëíßþùèõ è ðîëü ýëåêòðîäîâ.
Ðèñ. 7.1.
Íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàòåëß, ïðåîáðà-
çîâàòåëß è êîíöåíòðàòîðà ïðåäïîëàãàåòñß èäåàëüíûé ìåõàíè÷åñêèé êîí-
òàêò, à íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß êîíöåíòðàòîðà, âßçêîóïðóãîãî ýëå-
ìåíòà (ÂÝ) è îïîðû  ãëàäêèé êîíòàêò [152], ïðè êîòîðîì íå èñêëþ-
÷àåòñß âîçìîæíîñòü îòíîñèòåëüíîãî òàíãåíöèàëüíîãî ïðîñêàëüçûâàíèß
óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ. Óñëîâèß èäåàëüíîãî è ãëàäêîãî êîíòàêòîâ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñß êàê ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ðåàëüíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèß. Â ðåàëüíûõ óñòðîéñòâàõ óñëîâèß èäåàëüíîãî êîíòàêòà â îñå-
âîì íàïðàâëåíèè îáåñïå÷èâàþòñß ñòàòè÷åñêèì ïîäæàòèåì ýëåìåíòîâ
ñèñòåìû. Òåïëîâîé êîíòàêò íà âñåõ ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ïðåäïî-
ëàãàåòñß èäåàëüíûì.
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Êîëåáàíèß âîçáóæäàþòñß ãåíåðàòîðîì ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß
ϕ˜◦eiωt. Ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ñèñòåìû îñóùåñòâëßåòñß êîíâåêòèâíûé òåï-
ëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåìïåðàòóðû T c è êîýôôèöèåíòîì òåï-
ëîîòäà÷è αò.
Ïîëíàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò óðàâíåíèß êîëåáàíèé è òåïëî-














n = m1, m2, m3, p1, p2, m4, e
(7.7)
äëß îòðàæàþùåé (n = m1) è èçëó÷àþùåé (n = m3) íàêëàäîê ïðå-
îáðàçîâàòåëß, äèñêà (n = m2), ëåâîé (n = p1) è ïðàâîé (n = p2)
















, n = p1, p2 (7.8)











, n = m1, m2, m3, m4, e (7.9)
 äëß ïàññèâíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû (õîòß ïîä ÂÝ ïîíèìàåòñß äèýëåê-
òðèê, ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â çàíèìàåìîé èì îáëàñòè îòñóò-
ñòâóåò);
óðàâíåíèß ýëåêòðîñòàòèêè äëß ïüåçîïëàñòèí
D˜
(n)
j,j = 0, E˜
(n)



















i , n = p1, p2;
(7.11)







kl , n = m1, m2, m3, m4, e (7.12)














, n = m1, m2, m3, m4, p1, p2, e; (7.13)






j = 0, −λ(n)ij T,(n)j n(n)i = α(n)ò
(
T (n) − T c) ,
n = m1, m2, m3, m4, p1, p2, e
(7.14)





i = 0, n = p1, p2 (7.15)
 íà íåýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòßõ S(n) ïüåçîýëåìåíòîâ;
íà÷àëüíîå óñëîâèå äëß òåìïåðàòóðû
T =
0
T , t = 0. (7.16)
Ê (7.7)  (7.16) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèß ìåõàíè÷åñêîãî è òåï-
ëîâîãî êîíòàêòîâ íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ýëåìåíòîâ ñèñòåìû è
óñëîâèß ýëåêòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèß. Êîíêðåòèçèðóåì ýòè óñëîâèß äëß
ñëó÷àß èññëåäóåìûõ íèæå îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé, èñïîëüçóß öè-






















z = lm1 , 0 ≤ r ≤ dp/2 : q(m1) = q(p1), ϕ˜(p1) = 0;
z = lm1 + lp1 , 0 ≤ r ≤ dp/2 : q(p1) = q(m2), ϕ˜(p1) = ϕ˜◦ = const;
z = lm1 + lp1 + lm2 , 0 ≤ r ≤ dp/2 : q(m2) = q(p2), ϕ˜(p2) = ϕ˜◦;
z = lm1 + lp1 + lm2 + lp2 , 0 ≤ r ≤ dp/2 : q(p2) = q(m3), ϕ˜(p2) = 0;
z = lm1 + lp1 + lm2 + lp2 + lm3 , 0 ≤ r ≤ dp/2 : q(m3) = q(m4)
(7.18)
 íà ïîâåðõíîñòßõ èäåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêîãî è òåïëîâîãî êîíòàêòîâ;
z = lm1 + lp1 + lm2 + lp2 + lm3 + lm4 ,





























r = 0, −λ(e)zz T,(e)z = α(◦)ò
(
T (e) − T c) (7.21)
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èëè
u˜(e)z = 0, σ˜
(e)
rz = 0, −λ(e)zz T,(e)z = α(◦)ò
(
T (e) − T c) (7.22)
 â ñëó÷àå ãëàäêîãî êîíòàêòà.









ij ßâëßþòñß ôóíêöèßìè òîëüêî òåìïåðàòóðû.
Çàêîí èçìåíåíèß âî âðåìåíè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèß
ωr(t), îòðàæàþùèé ðåæèì àâòîïîäñòðîéêè, îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì âî
âðåìåíè òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ýëåìåíòîâ è êîíêðåòè-
çèðóåòñß â ïðîöåññå ðåøåíèß çàäà÷è.
Àëãîðèòì ðåøåíèß çàäà÷è. Çàäà÷à ðåøàåòñß øàãîâûì ìåòî-
äîì. Íà n−íîì âðåìåííîì øàãå ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû n−1T ,
íàéäåííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå, îïðåäåëßþòñß ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ
ýëåìåíòîâ ñèñòåìû è ðåøàþòñß ñëåäóþùèå çàäà÷è:
- íàõîæäåíèå (óòî÷íåíèå) ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ωr;
- âû÷èñëåíèå äëß íàéäåííîãî çíà÷åíèß ωr ðàñïðåäåëåíèé ìåõàíè÷å-
ñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé;
- óòî÷íåíèå äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè è îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
n
T
ïóò¼ì ðåøåíèß çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé
n−1
T .
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî èñïîëüçóåòñß ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
(7.16).
Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ÂÝ,
ßâëßþòñß âûñîêîäîáðîòíûìè, òî íàõîæäåíèå òåêóùåé ðåçîíàíñíîé ÷à-
ñòîòû ìîæíî ïðîâîäèòü â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåé óïðóãîïîäîáíîé çà-
äà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß. Ïðè ýòîì îòáðàñûâàþòñß ìíèìûå ÷àñòè
â ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ è â ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíè-
ßõ âñå ïîëåâûå âåëè÷èíû ñ÷èòàþòñß äåéñòâèòåëüíûìè. Íåñòàöèîíàðíàß
òåìïåðàòóðíàß çàäà÷à, à òàêæå çàäà÷à ýëåêòðîìåõàíèêè äëß êàæäîãî
øàãà ïî âðåìåíè, ðåøàþòñß ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Íåïðåðûâíîñòü ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóðû â ñëó÷àå èäåàëüíûõ ìå-
õàíè÷åñêîãî è òåïëîâîãî êîíòàêòîâ îáåñïå÷èâàåòñß íà óðîâíå ôîðìèðî-
âàíèß ãëîáàëüíûõ ìàòðèö êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñèñòåì. Óñëîâèß íåïðå-
ðûâíîñòè ïî íàïðßæåíèßì è òåïëîâîìó ïîòîêó ßâëßþòñß åñòåñòâåííû-
ìè äëß âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà è ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà äëß çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Òðóäíîñòè âîçíèêàþò ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ðåàëèçàöèåé óñëîâèé
ãëàäêîãî êîíòàêòà ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì. Îíè ìîäåëèðóþòñß ïóò¼ì ââå-
äåíèß òîíêèõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñëî¼â (ðèñ. 7.2) ñ âûñîêîé
îñåâîé è íèçêîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòßìè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåò íåîáõî-
äèìîñòè ìîäèôèöèðîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà. Ïðåäïî-
ëàãàåòñß, ÷òî ìàòåðèàë ââåäåííûõ ñëî¼â èìååò âûñîêóþ òåïëîïðîâîä-
íîñòü è íèçêóþ òåïëî¼ìêîñòü, òàê ÷òî óñëîâèß èäåàëüíîãî òåïëîâîãî
êîíòàêòà íå èñêàæàþòñß.
Ðèñ. 7.2.
Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè ëèíåàðèçîâàííûõ
çàäà÷ ýëåêòðîìåõàíèêè è òåïëîïðîâîäíîñòè èìåþò âèä





























































ò (T (n) − 2T c)T (n)dS.
(7.26)
Çäåñü V (n)  îáëàñòè, çàíèìàåìûå ýëåìåíòàìè ñèñòåìû, σ˜(n)e  ïî-
âåðõíîñòíàß ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà, t˜(n)i  ïîâåðõíîñòíàß
ìåõàíè÷åñêàß íàãðóçêà (â íàøåì ñëó÷àå t˜(n)i = 0). Ôóíêöèîíàë (7.26),
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â îòëè÷èå îò (5.7), çàïèñàí îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû, à íå å¼ èçîáðà-
æåíèß ïî Ëàïëàñó. Â (7.25) äëß âñåõ îáëàñòåé, çàíèìàåìûõ ïüåçîïàñ-
ñèâíûìè ìàòåðèàëàìè ( n = m1, m2, m3, m4, e), à òàêæå äëß ââåäåííûõ
ïðîìåæóòî÷íûõ ñëî¼â ( n = c1, c2) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü e˜
(n)
ijk = 0. Âå-
ëè÷èíû µ˜(n)ij â óêàçàííûõ îáëàñòßõ ñ÷èòàåì îòëè÷íûìè îò íóëß, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â óçëàõ êîíå÷íîýëå-
ìåíòíîé ñåòêè. Çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè äëß îáëàñòåé, çàíèìàåìûõ ïüå-
çîïàññèâíûìè ìàòåðèàëàìè, íå ñâßçàíà ñ çàäà÷åé ìåõàíèêè äëß ýòèõ
îáëàñòåé ( e˜ijk = 0) è èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ϕ˜(n) = const, E˜(n)i = 0, D˜
(n)
i = 0. (7.27)
Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèß äëß ýòîé çàäà÷è åñòåñòâåííî âûñòóïà-
åò ýêâèïîòåíöèàëüíîñòü ïîâåðõíîñòè ìåòàëëè÷åñêîãî ýëåìåíòà, à èìåí-
íî (ñì. 7.18)
ϕ˜(n) = 0 íà S(n), n = m1, m3, m4;
ϕ˜(n) = ϕ˜◦ íà S(n), n = m2
(7.28)
è óñëîâèå
σ˜(n)e = 0 íà S
(n), n = e, c1, c2 (7.29)
äëß îáëàñòåé, çàíßòûõ ïàññèâíûìè íåìåòàëëè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè. Íà
ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ïîñëåäíèõ ñ ìåòàëëè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè çà-
äàþòñß ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèß ϕ˜(n). Â íàøåì ñëó÷àå
ϕ˜(c1) = 0, ϕ˜(c2) = 0 (7.30)
íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ïðîìåæóòî÷íûõ ñëî¼â ñ êîíöåíòðàòîðîì
è îïîðîé. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè äëß ìåòàëëè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ íîñèò ÷èñòî âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ëèøåíà êàêîãî-ëèáî
ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèß.
Äëß äèñêðåòèçàöèè ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß ñèñòåìû (ðèñ. 7.2) ïðè-
ìåíßëèñü èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ÷åòûðåõóãîëüíûå âîñüìèóçëîâûå ýëåìåí-
òû. Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ íåßâíîé ðàçíîñòíîé
ñõåìû ïåðâîãî ïîðßäêà. Àìïëèòóäà òîêà I˜ îïðåäåëßëàñü êàê ñóììà
òîêîâ ñìåùåíèß â ïüåçîýëåìåíòàõ
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Äëß êîìïëåêñíîãî ñîïðîòèâëåíèß R˜, àêòèâíîé è ðåàêòèâíîé ìîù-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî èìååì
R˜ = ϕ˜◦/I˜, Pa = Re(¯I˜ϕ˜◦)/2, Pi = Im(¯I˜ϕ˜◦)/2. (7.32)











Èñõîäíûå äàííûå. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ÂÝ ïðèíèìàëñß ïîëè-
ýòèëåí (ÏÝÍÄ), äëß êîòîðîãî òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ìîäóëåé ñäâè-
ãà G˜(e)(T ) è îáúåìíîãî ñæàòèß K˜(e)(T ), ïëîòíîñòè ρ(e)(T ), à òàê-
æå êîýôôèöèåíòîâ îáúåìíîé òåïëî¼ìêîñòè c(e)v (T ) è òåïëîïðîâîäíîñòè
λ(e)(T ) âçßòû èç ðàáîò [79, 142]. Ïðè ýòîì ìîäóëè C˜(e)zz è C˜(e)zr êîíêðå-
òèçèðóþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì
C˜(e)zz = K˜ + 4G˜/3, C˜
(e)
zr = K˜ − 2G˜/3. (7.35)
Ìàòåðèàë ïüåçîïëàñòèí ñîîòâåòñòâóåò ïüåçîêåðàìèêå ÖÒÑòÁÑ-2,
òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè êîìïëåêñíûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê êîòîðîé, à òàêæå òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê
è â  4 ãë. 5.
Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ íàêëàäîê ïðåîáðàçîâàòåëß, äèñêà è êîíöåíòðà-
òîðà ïðèíèìàëèñü îäèíàêîâûìè, íåçàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû è ñîîò-
âåòñòâóþùèìè àëþìèíèåâîìó ñïëàâó Ä16Ò [151]:







ò = 0, 93 · 10−4ì2/ñ;











(1 + ν(m))(1− 2ν(m)) , m = m1, ...,m4.
(7.36)
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Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû: lp1 = 0, 5 · 10−2 ì; lp2 = lp1 ;
lm2 = 0, 2·10−2 ì; le = 0, 6·10−2 ì; dp = 0, 4·10−1 ì; dk1 = dp; dk2 = dk1/2;
de = dk2 ; lm1 = 0, 57961 · 10−1ì; lm3 = lm1 ; lm4 = 0, 12273 ì. Äëèíû
lm1 è lm4 ïîëó÷åíû èç ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷¼òîâ ïðåîáðàçîâàòåëß è
êîíöåíòðàòîðà íà ÷àñòîòó fr = 20 êÃö. Îòìåòèì, ÷òî ðàñ÷¼òû â ðàì-
êàõ ñòåðæíåâîé òåîðèè [151] äàþò çàâûøåííûå çíà÷åíèß ðåçîíàíñíûõ




T = T c = 20◦C; α(◦)ò = 200 Âò/ì2 · ãðàä;
α
(n)
ò = 5 Âò/ì2 · ãðàä (n = m1, m2, m3, m4, p1, p2, e); ϕ˜◦ = ϕ′◦ = 400 Â.
Õàðàêòåðèñòèêè âñïîìîãàòåëüíûõ ñëî¼â âûáèðàëèñü ñ ó÷åòîì ïðåä-
âàðèòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Ðèñ. 7.3. Ðèñ. 7.4.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Íà ðèñ. 7.3 ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèß
âî âðåìåíè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû fr = ωr/2pi êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû,
ñðåäíåé ïî îáú¼ìó ÂÝ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ìàêñèìàëüíîé (øòðèõîâûå
ëèíèè) òåìïåðàòóðû âèáðîðàçîãðåâà. Çäåñü è íèæå êðèâûå 1 ñîîòâåò-
ñòâóþò èäåàëüíîìó êîíòàêòó íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ÂÝ ñ êîí-
öåíòðàòîðîì è îïîðîé, à êðèâûå 2  óñëîâèþ ãëàäêîãî êîíòàêòà íà ýòèõ
ïîâåðõíîñòßõ. Øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè îòâå÷àþò ñðåäíåé ïî îáú¼ìó
ÂÝ òåìïåðàòóðå äëß ñèñòåìû áåç ÀÏ× ïðè fr = 20 êÃö. Íà ðèñ. 7.4
ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèß àêòèâíîé ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè Pa
(øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè), àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèß |u˜z| â öåíòðå òîð-
öà êîíöåíòðàòîðà (ñïëîøíûå ëèíèè) è ïîëíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðî-
òèâëåíèß R ïðåîáðàçîâàòåëß (øòðèõîâûå ëèíèè), R = |R˜|.
Îñíîâíîé ýôôåêò ÀÏ× ïðîßâëßåòñß ïðè ñðàâíåíèè ñïëîøíûõ è
øòðèõïóíêòèðíûõ êðèâûõ íà ðèñ. 7.3. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîääåðæà-
íèå â ðåæèìå ÀÏ× ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçû ìåæäó òîêîì è íàïðßæåíè-
åì â ïðåîáðàçîâàòåëå îáåñïå÷èâàåò çàêà÷êó ìîùíîñòè è ýôôåêòèâíîå
ôóíêöèîíèðîâàíèå âûñîêîäîáðîòíûõ ðåçîíàíñíûõ ñèñòåì, ïàðàìåòðû
êîòîðûõ èçìåíßþòñß âî âðåìåíè.
Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 7.3 è 7.4 äàííûå ïîçâîëßþò âûßâèòü îñíîâ-
íûå çàêîíîìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ïðî-
öåññà. Ïðè íàãðóæåíèè íà âßçêîóïðóãèé ýëåìåíò, âî-ïåðâûõ, âíóòðåí-
342 Ãëàâà 7. Êîëåáàíèß ... êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíûõ ... òåë
íèå ïîòåðè â ñèñòåìå âîçðàñòàþò è, âî-âòîðûõ, âîçíèêàåò ðàññòðîéêà
ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ñèñòåìû è ïðåîáðàçîâàòåëß. Îáà ýòè ôàêòîðà îáó-
ñëîâëèâàþò ïîâûøåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèß ïðåîáðàçîâàòåëß
è îòíîñèòåëüíî íèçêèé óðîâåíü ïîòðåáëßåìîé ìîùíîñòè â íà÷àëüíîé îá-
ëàñòè ïðîöåññà. Îäíàêî, âñëåäñòâèå âèáðîðàçîãðåâà ñîïðîòèâëåíèå íà-
ãðóçêè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âëèßíèå óêàçàííûõ ôàêòîðîâ, ñíèæàåòñß,
÷òî âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå ïîòðåáëßåìîé ïðåîáðàçîâàòåëåì ìîù-
íîñòè è àìïëèòóäû êîëåáàíèé èçëó÷àþùåãî òîðöà âîëíîâîäà.
Ñîïîñòàâëåíèå êðèâûõ 1 è 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèß êîíòàêòà íà
ïîâåðõíîñòßõ ÂÝ ñóùåñòâåííî âëèßþò íà ðàññòðîéêó ÷àñòîò ñèñòåìû
è ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè òåìïåðàòóðíîãî ïîëß ÂÝ, íî ñëàáî âëèßþò íà
åãî ñðåäíþþ òåìïåðàòóðó . Äëß ýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê Pa è R
îòëè÷èß íîñßò íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííûé, íî è êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð.
Îáðûâ êðèâûõ ïðè t ' 0, 9 c îáóñëîâëåí ñèëüíûì ëîêàëüíûì ðàçîãðå-
âîì ÂÝ â îêðåñòíîñòßõ óãëîâûõ òî÷åê, âûõîäßùèì çà ðàìêè äîïóñòè-
ìîãî äëß äàííîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Âñëåäñòâèå ìàëîñòè êîýôôèöèåí-
òà òðåíèß íà ïîâåðõíîñòßõ êîíòàêòà ïîëèìåð-ìåòàëë áîëåå áëèçêèìè è
ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè ßâëßþòñß êðèâûå 2. Ðàñ÷åòíîå îòêëîíåíèå
÷àñòîòû â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ßâëßåòñß çàâûøåííûì, ïîñêîëü-
êó â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàåòñß îòðûâ âîëíîâîäà îò ÂÝ
[142], êîòîðûé, êàê ïðàâèëî, èìååò ìåñòî â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìå-
íè ïðè òåõ óðîâíßõ ñòàòè÷åñêîãî ïîäæàòèß, êîòîðûå èñïîëüçóþòñß ïðè
ÓÇÑ.
Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 7.3 è 7.4 êðèâûå õîðîøî ñîãëàñóþòñß ñ ïðåä-
ñòàâëåííûìè â ðàáîòå [160] ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè âïëîòü äî
òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà â âßçêîòåêó÷åå ñîñòîßíèå ìàòåðèàëà ÂÝ. Ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò îá àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè òåðìîìåõàíè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðè ÓÇÑ íà òîé å¼ ñòàäèè, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
áîëüøèìè èñêàæåíèßìè êîíôèãóðàöèè ñâàðèâàåìûõ òåë è ðàññìàòðè-
âàòü çàäà÷è â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.
 2. Êîëåáàíèß óëüòðàçâóêîâîé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû â ðåæèìàõ ðåçîíàíñà òîêà è ðåçîíàíñà íàïðßæåíèß
Èñïîëüçóåì ïðèâåäåííóþ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå êîíå÷íîýëåìåíò-
íóþ ìîäåëü äëß ñðàâíåíèß äâóõ âîçìîæíûõ ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ ðà-
áîòû óëüòðàçâóêîâîé ñèñòåìû ïî ñâàðêå ïëàñòìàññ  ðåæèìîâ ðåçîíàí-
ñà òîêà (ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîì íàïðßæåíèß (ÃÍ)) è
 2. Êîëåáàíèß...â ðåæèìàõ ðåçîíàíñà òîêà è ... íàïðßæåíèß 343
ðåçîíàíñà íàïðßæåíèß (ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîì òîêà
(ÃÒ)) [12]. Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ ðåçîíàíñíî-ïîëó-
âîëíîâóþ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, âêëþ÷àþùóþ ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèé ïðåîáðàçîâàòåëü è íàãðóçêó. Ïðåîáðàçîâàòåëü ñîñòîèò èç äâóõ
ïàðàëëåëüíî âêëþ÷åííûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïëàñòèí (Ï1, Ï2), ÷àñòî-
òîïîíèæàþùèõ òûëüíîé (ÒÍ) è ðàáî÷åé (ÐÍ) íàêëàäîê, îäíîâðåìåí-
íî âûïîëíßþùèõ ðîëü ýëåêòðîäîâ è ðàçäåëßþùåãî ïüåçîïëàñòèíû òî-
êîïîäâîäßùåãî äèñêà (ÒÄ) (ðèñ. 7.5). Ðàáî÷àß íàêëàäêà âûïîëíåíà â
ôîðìå êîíè÷åñêîãî êîíöåíòðàòîðà. Â êà÷åñòâå íàãðóçêè âûñòóïàåò âßç-
êîóïðóãèé ýëåìåíò (ÂÝ), ëåæàùèé íà æåñòêîé îïîðå.
Ðèñ. 7.5.
Êîëåáàíèß âîçáóæäàþòñß ëèáî ãåíåðàòîðîì íàïðßæåíèß ϕ˜◦eiωt ëèáî
ãåíåðàòîðîì òîêà I˜◦eiωt ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèß. Ïî
âñåé ïîâåðõíîñòè ñèñòåìû îñóùåñòâëßåòñß êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ
îêðóæàþùåé ñðåäîé òåìïåðàòóðû T c è êîýôôèöèåíòîì òåïëîîòäà÷è
αò.
Íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ìåòàëë  ïüåçîêåðàìèêà ïðåäïîëàãà-
åòñß èäåàëüíûé ìåõàíè÷åñêèé êîíòàêò, à íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß
êîíöåíòðàòîðà, âßçêîóïðóãîãî ýëåìåíòà è îïîðû  ãëàäêèé êîíòàêò
(ñì.  1), ïðè êîòîðîì íå èñêëþ÷àåòñß âîçìîæíîñòü îòíîñèòåëüíîãî
òàíãåíöèàëüíîãî ïðîñêàëüçûâàíèß óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ. Òåïëîâîé êîí-
òàêò íà âñåõ ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ïðåäïîëàãàåòñß èäåàëüíûì.
Ó÷èòûâàåòñß çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ïüåçîêåðàìèêè è ìàòåðèàëà âßç-
êîóïðóãîãî ýëåìåíòà îò òåìïåðàòóðû, ïîâûøàþùåéñß â ðåçóëüòàòå äèñ-
ñèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.
Êàê è â  1, çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñß â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïî-
ñòàíîâêå, äàþùåé âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû âïëîòü
äî ìîìåíòà ïåðåõîäà ìàòåðèàëà âßçêîóïðóãîãî ýëåìåíòà â âßçêîòåêó÷åå
ñîñòîßíèå. Óñëîâèß ãëàäêîãî êîíòàêòà ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì, êàê è ðàíü-
øå, ìîäåëèðóþòñß ïóò¼ì ââåäåíèß òîíêèõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ
ñëî¼â ñ âûñîêîé îñåâîé è íèçêîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòßìè, à òàêæå âûñî-
êîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ è íèçêîé òåïëîåìêîñòüþ.
Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé âîç-
áóæäåíèß êîëåáàíèé çàäàííûì íàïðßæåíèåì ϕ˜◦ íà ýëåêòðîäàõ. Â êà-
÷åñòâå ãðàíè÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ óñëîâèé äëß ìåòàëëè÷åñêèõ îáëàñòåé
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ïðèíèìàåòñß ýêâèïîòåíöèàëüíîñòü ϕ˜ = const èõ ïîâåðõíîñòè, ÷òî ïðè-
âîäèò ê òîæäåñòâàì E˜i = 0 è D˜i = 0 âíóòðè ýòèõ îáëàñòåé è ïîçâîëßåò
ïðè ýòîì ôîðìàëüíî ñîõðàíèòü îäèíàêîâîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â óçëàõ
êîíå÷íîýëåìåíòíîé ðàçáèâêè. Íàõîæäåíèå òåêóùèõ ðåçîíàíñíûõ è àí-
òèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïðîâîäèòñß â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåé óïðóãîïî-
äîáíîé çàäà÷è íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèß, âîçáóæäàåìûå ýëåêòðè÷å-
ñêèì íàïðßæåíèåì ϕ˜◦. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñß ïåðåìåíà çíàêà ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðßäà ýëåêòðîäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåçîíàíñíûå è àíòèðåçî-
íàíñíûå ÷àñòîòû. Â ñëó÷àå âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé çàäàííûì òîêîì ñ
àìïëèòóäîé I˜◦ ïîñòóïàåì , â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ýëåêòðîìåõàíèêè
(7.23)  (7.25) íà êàæäîì øàãå âî âðåìåíè, ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà-
÷àëå íàõîäèì êîìïëåêñíîå ñîïðîòèâëåíèå R˜ íà ÷àñòîòå âîçáóæäåíèß
ñîãëàñíî ïåðâîé èç ôîðìóë (7.32) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ϕ˜◦; íåèç-
âåñòíîå çíà÷åíèå íàïðßæåíèß íà ýëåêòðîäàõ ϕ˜◦1 ïðè çàäàííîì òîêå I˜◦
îïðåäåëßåì êàê ϕ˜◦1 = R˜ · I˜◦; ïîëåâûå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå âåëè÷èíû
äëß I˜◦ (èëè ϕ˜◦1) íàõîäèì ïðîñòûì ïåðåñ÷åòîì âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ
äëß ϕ˜◦, ïóò¼ì äîìíîæåíèß íà êîýôôèöèåíò α = ϕ˜◦1/ϕ˜◦.
Èñõîäíûå äàííûå. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ÒÍ ρ(òí) = 7, 8·103 êã/ì3;
E˜(òí) = 2, 09 · 1011(1 + i 0, 17 · 10−3) Í/ì2; ν(òí) = 0, 28;
λ(òí) = 48 Âò/ì · ãðàä; c(òí)ò = λ(òí)/ρ(òí) · a(òí)ò ; a(òí)ò = 0, 13 · 10−4 ì2/ñ
ñîîòâåòñòâóþò ñòàëè ñò. 45.
Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ ÐÍ è ÒÄ âûñòóïàåò ñïëàâ Ä16Ò, à ìàòåðèàëà
ÂÝ  ïîëèýòèëåí (ÏÝÍÄ). Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ
ìàòåðèàëîâ è èõ òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè äëß ÏÝÍÄ ïðèíèìàëèñü
òàêèìè æå, êàê è â  1.
Äëß êîìïëåêñíûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîìàòå-






33 = 16, 3(1− i · 0, 012) · S◦; S˜
E
13 = −5, 7(1− i · 0, 0077) · S◦;
S˜
E
11 = 13, 2(1− i · 0, 0103) · S◦; S˜
E
12 = −4, 1(1− i · 0, 0113) · S◦;
S˜
E
44 = 41(1− i · 0, 0157) · S◦; d˜33 = 274(1− i · 0, 0223) · d◦;
d˜31 = −110(1− i · 0, 023) · d◦; d˜15 = 447(1− i · 0, 025) · d◦;
µ˜σ33/ε◦ = 1160(1− i · 0, 0247); µ˜σ11/ε◦ = 1343(1− i · 0, 0317);
S◦ = 10−12 ì2/Í; d◦ = 10−12 Êë/Í; ε◦ = 8, 84194 · 10−12 Ô/ì.
Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîíñòàíò ñîîòâåòñòâóþò ïüåçîêåðàìèêå ÖÒÑ24.
Êîýôôèöèåíòû ïîòåðü âçßòû èç ðàáîòû [136]. Ïðè ýòîì âñå îãðàíè÷åíèß
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íàêëàäûâàåìûå íà ýòè êîýôôèöèåíòû,
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âûïîëíßþòñß. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí S˜
E
, d˜, µ˜σ îò òåìïåðàòóðû ïðèíè-
ìàëèñü òàêèìè æå, êàê è â  4 ãë. 5. Çíà÷åíèß äëß òåïëîôèçè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïüåçîêåðàìèêè ñëåäóþùèå:
λ11 = λ33 = 1, 5 Âò/ì · ãðàä; aò = 0, 4 · 10−6 ì2/ñ; ρ = 7, 5 · 103 êã/ì3.
Ïðèíèìàëîñü òàêæå, ÷òî T ñ =
0
T= 20◦C; α(·)ò = 5 Â/ì2 · ãðàä;
α
(◦)
ò = 200 Âò/ì2 ·ãðàä; ϕ˜◦ = 220 Â; I˜◦ = 0, 121 A. Çäåñü α(◦)ò  êîýôôè-
öèåíò òåïëîîòäà÷è íà ïîâåðõíîñòè ñîïðßæåíèß ÂÝ è îïîðû. Âåëè÷èíû
ϕ˜◦ è I˜◦ âûáèðàëèñü èç óñëîâèß ñîâïàäåíèß ïîòðåáëßåìûõ ñèñòåìîé
ìîùíîñòåé â íà÷àëå ïðîöåññîâ.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Íà ðèñ. 7.6 ïðèâåäåíû îòðàæàþùèå ðåæèì
ÀÏ× êðèâûå èçìåíåíèß âî âðåìåíè ðåçîíàíñíîé fr è àíòèðåçîíàíñíîé
fa ÷àñòîò êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, ñðåäíåé ïî îáú¼ìó ÂÝ (øòðèõïóíê-
òèðíûå ëèíèè) è ìàêñèìàëüíîé (â òî÷êå M íà ðèñ. 7.5) (øòðèõîâûå
ëèíèè) òåìïåðàòóðû âèáðîðàçîãðåâà. Çäåñü è íèæå êðèâûå 1 ñîîòâåò-
ñòâóþò ñëó÷àþ âîçáóæäåíèß êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîì íàïðßæåíèß (íà
÷àñòîòå fr), à êðèâûå 2  ãåíåðàòîðîì òîêà (íà ÷àñòîòå fa). Êðèâûå




Íà ðèñ. 7.7 ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèß ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèß R = |R˜| ïðåîáðàçîâàòåëß (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè), àêòèâíîé
ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè (øòðèõîâûå ëèíèè) è ìîùíîñòè, ðàññåèâàåìîé
â îáú¼ìå ÂÝ (ñïëîøíûå ëèíèè).
Îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûå êðèâûìè 1, 2, çàêëþ÷àþòñß â ñëåäóþùåì:
íàãðóæåíèå íà ÂÝ ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ âíóòðåííèõ ïîòåðü â ñèñòå-
ìå è âûçûâàåò ðàññòðîéêó ðåçîíàíñíûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïðå-
îáðàçîâàòåëß è ñèñòåìû (ðåçîíàíñíàß è àíòèðåçîíàíñíàß ÷àñòîòû ïðå-
îáðàçîâàòåëß áåç íàãðóçêè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýëåêòðè÷åñêèå ñîïðî-
òèâëåíèß ðàâíû fr = 21, 4543 êÃö, fa = 22, 4548 êÃö, Rfr = 42, 7 Îì,
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Rfa = 23, 3 · 104 Îì). Îáà ýòè ôàêòîðà ïîâûøàþò ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðî-
òèâëåíèå ïðåîáðàçîâàòåëß íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ñèñòåìû è ïîíèæàþò
 íà àíòèðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå. Âñëåäñòâèå âèáðîðàçîãðåâà ìåõàíè÷åñêîå
ñîïðîòèâëåíèå íàãðóçêè ñíèæàåòñß, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ýëåêòðè÷åñêîå ñî-
ïðîòèâëåíèå ïðåîáðàçîâàòåëß íà ðåçîíàíñå ñèñòåìû óìåíüøàåòñß, à íà
àíòèðåçîíàíñå  ïîâûøàåòñß, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå ïîòðåáëß-
åìîé ìîùíîñòè è àìïëèòóäû èçëó÷àþùåãî òîðöà êîíöåíòðàòîðà.
Íåñìîòðß íà êà÷åñòâåííîå ñõîäñòâî â ïîâåäåíèè, êðèâûå 1,2 äåìîí-
ñòðèðóþò ñóùåñòâåííûå êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èß â ïðîòåêàíèè îïèñû-
âàåìûõ èìè ïðîöåññîâ. Ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîì òîêà
òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà ìàòåðèàëà ÂÝ â âßçêîòåêó÷åå ñîñòîßíèå äîñòèãà-
åòñß çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷òî îòðàæåíî áîëåå ðàííèì îáðûâîì êðèâûõ
2. Îáúßñíåíèå ýòîìó äà¼ò àíàëèç ìîùíîñòåé íà ðèñ. 7.7, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî îñíîâíàß ÷àñòü ìîùíîñòè (85  83%), ïîòðåáëßåìîé îò ãåíåðàòîðà
òîêà, ðàññåèâàåòñß íà ÂÝ, òîãäà êàê äîëß ìîùíîñòè, ðàññåèâàåìîé íà
ÂÝ â ñëó÷àå ãåíåðàòîðà íàïðßæåíèß, ñîñòàâëßåò âñåãî 58  53%. Ïðè÷è-
íîé ýòîìó ñëóæèò ðàçëè÷èå â óðîâíßõ çàòóõàíèß êîëåáàíèé â ïüåçîýëå-
ìåíòàõ íà ðåçîíàíñíûõ è àíòèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ñèñòåìû. Ïðè âñåì
ñêàçàííîì, ãåíåðàòîð òîêà äîëæåí áûòü áîëåå ìîùíûì, ÷åì ãåíåðàòîð
íàïðßæåíèß, î ÷¼ì ñâèäåòåëüñòâóþò øòðèõîâûå êðèâûå 1,2.
Ïîñêîëüêó ìîùíîñòü, ðàññåèâàåìàß íà ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ ïðå-
îáðàçîâàòåëß, íå ïðåâûøàåò 1% îò âñåé ïîòðåáëßåìîé îò ãåíåðàòîðîâ
ìîùíîñòè, îñíîâíûì ïîãëîòèòåëåì ýíåðãèè, íå äîõîäßùåé äî íàãðóçêè,
ßâëßåòñß ìàòåðèàë ïüåçîïëàñòèí, â ñâßçè ñ ÷åì íå èñêëþ÷åíà âîçìîæ-
íîñòü ïåðåãðåâà ïîñëåäíèõ è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, ÷àñòè÷íàß óòðàòà
èìè ñâîèõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé, îñîáåííî íà ïîñëåäóþùèõ
ñòàäèßõ ïðîöåññà [151, 160].
 3. Âèáðîðàçîãðåâ è òåïëîâûå íàïðßæåíèß â ïüåçîïðåîá-
ðàçîâàòåëå òèïà Ëàíæåâåíà
Îäíèì èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ àêóñòè÷åñêèõ ñèñòåì äëß ñâàðêè òåð-
ìîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, â ìåäèöèíå [19, 127, 169] è ò. ï. ßâëßåòñß ýëåêòðî  èëè ìàãíèòîìå-
õàíè÷åñêèé ïðåîáðàçîâàòåëü ýíåðãèè. Â íàñòîßùåå âðåìß íàèáîëüøåå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëü Ëàíæåâåíîâîãî òèïà,
ïîñêîëüêó îí îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýëåêòðè÷åñêîé
ýíåðãèè â ìåõàíè÷åñêóþ è áîëüøèå çíà÷åíèß àìïëèòóä êîëåáàíèé. Òè-
 3. Âèáðîðàçîãðåâ ... â ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëå òèïà Ëàíæåâåíà 347
ïè÷íàß êîíôèãóðàöèß ïðåîáðàçîâàòåëß ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.8. Ýòî ñî-
Ðèñ. 7.8.
ñòàâíîé ðåçîíàòîð, ñîñòîßùèé èç îòðàæàþùåé (1) è èçëó÷àþùåé (2) íà-
êëàäîê, ÷åòíîãî ÷èñëà ïîëßðèçîâàííûõ ïî òîëùèíå ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ
êîëåö (3). Äëß îáåñïå÷åíèß àêóñòè÷åñêîãî êîíòàêòà ýëåìåíòîâ è äèíà-
ìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè ïüåçîêåðàìèêè ñèñòåìà ñòßãèâàåòñß áîëòîì (4). Â
ðåçóëüòàòå â íåé âîçíèêàåò ïðåäâàðèòåëüíîå ñæàòèå. Â öåëîì ïðåîáðà-
çîâàòåëü êîëåáëåòñß íà ïåðâîé ïðîäîëüíîé ìîäå.
Ðåçîíàíñíûå ðåæèìû ôóíêöèîíèðîâàíèß ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì
ñîïðîâîæäàþòñß âûñîêèì óðîâíåì äèíàìè÷åñêèõ íàïðßæåíèé è âèáðà-
öèîííîãî ðàçîãðåâà, îáóñëîâëåííîãî êàê ìåõàíè÷åñêèìè òàê è äèýëåê-
òðè÷åñêèìè ïîòåðßìè â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ìàòåðèàëå. Ñóùåñòâóþò, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâà àñïåêòà, îïðåäåëßþùèå òåìïåðàòóðíûå ôàêòîðû êàê
îãðàíè÷èâàþùèå âîçìîæíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèß ñèñòåìû. Âî-ïåðâûõ,
äîñòèæåíèå òåìïåðàòóðîé òî÷êè Êþðè ïðèâîäèò ê äåïîëßðèçàöèè ïüå-
çîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ, âî-âòîðûõ, òåïëîâûå íàïðßæåíèß, îáóñëîâëåí-
íûå ðàçîãðåâîì, ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ ïüåçîýëåìåíòîâ.
Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ðàáîò, ïîñâßùåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî-
òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ïðåîáðàçîâàòåëß òèïà Ëàíæåâåíà, äàí â ðàáîòå [176]. Èõ àíàëèç
ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíå÷íîýëåìåíòíûå ïîäõîäû îáåñïå÷èâàþò íàäåæíîå
ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ, íåîáõîäèìîå äëß èõ ïðîåêòèðîâàíèß.
Âìåñòå ñ òåì, çàäà÷à î òåïëîâûõ íàïðßæåíèßõ, âîçíèêàþùèõ âñëåä-
ñòâèå âèáðîðàçîãðåâà, è èõ çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé êîíòàêòà ñòßíóòûõ
áîëòîì ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàòåëß èññëåäîâàíà íåäîñòàòî÷íî ïîëíî. Â
äàííîì ïàðàãðàôå ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â êîíòåêñòå ïîëíîãî êîíå÷-
íîýëåìåíòíîãî àíàëèçà òåðìîýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèß ñòåðæ-
íåâîãî ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëß íà ðèñ. 7.8. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî
ïàðàãðàôà èçëîæåíû â ðàáîòå [78].
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòåðèàëû ñîñòàâëßþùèõ ïðåîáðàçîâàòåëü ýëå-
ìåíòîâ ßâëßþòñß ôèçè÷åñêè ëèíåéíûìè è èìåþò òåìïåðàòóðíîíåçàâè-
ñßùèå ñâîéñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà èíòåãðèðóþòñß óðàâíåíèß êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå âîçáóæäåíèß,
ðàâíîé ðåçîíàíñíîé. Çàòåì âû÷èñëßåòñß äèññèïàòèâíàß ôóíêöèß è ðå-
øàåòñß êðàåâàß çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïî èçâåñòíîìó òåìïåðàòóð-
348 Ãëàâà 7. Êîëåáàíèß ... êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíûõ ... òåë
íîìó ïîëþ âû÷èñëßþòñß òåðìîóïðóãèå äåôîðìàöèè è íàïðßæåíèß. Ñî-
ñòîßíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèß, îáóñëîâëåí-
íîå ñæàòèåì ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàòåëß áîëòîì, îïðåäåëßåòñß íåçàâè-
ñèìî îò îñòàëüíûõ ñîñòîßíèé. Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèßõ ïàðàìåòðû ñè-
ñòåìû íå èçìåíßþòñß âî âðåìåíè, âñëåäñòâèå ÷åãî îòïàäàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ðàññìîòðåíèß ðåæèìà àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèßõ è âèáðîðàçîãðåâå ñîñòàâíûõ òåë,
âêëþ÷àþùèõ ïüåçîàêòèâíûå è ïüåçîïàññèâíûå ýëåìåíòû, è å¼ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèê è ïðîãðàìì, ðàçðàáî-
òàííûõ äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ íåîäíîðîäíîñòüþ íåïðåðûâíîãî
òèïà, ðàññìàòðèâàëèñü â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Îñòàíîâèìñß íà çà-
äà÷å î òåïëîâûõ íàïðßæåíèßõ. Äëß ðåøåíèß ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ
ÌÊÝ èñïîëüçóåòñß âàðèàöèîííàß ôîðìóëèðîâêà















kl − 2e(·)ijkE(·)i ε(·)jk − µ(·)ij E(·)i E(·)j −














ïðåäïîëàãàþùàß âûïîëíåíèå íàðßäó ñ ñîîòíîøåíèßìè Êîøè è ãðàäè-






















Çäåñü Θ(·) = T (·)− 0T  çàäàííîå ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû, V (·) 
îáëàñòè, çàíèìàåìûå ýëåìåíòàìè ïðåîáðàçîâàòåëß. Âåëè÷èíû β(·)ij äëß
ïüåçîàêòèâíîãî (ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî) ìàòåðèàëà ñâßçàíû ñ êîýôôèöè-































ij = 0, i 6= j.
Äëß ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà q1 = q2 = 0 (ïîëßðèçàöèß âäîëü
îñè x3), à
q3 = p33 − 2α11e(·)31 − 2α33e(·)33 , (7.40)
ãäå p33  ïèðîêîíñòàíòà.
Äëß ïüåçîïàññèâíûõ ìàòåðèàëîâ, êàê è ðàíüøå, ïîëàãàåì e(·)ijk = 0.
Êðîìå òîãî, äëß ýòèõ ìàòåðèàëîâ (âñå èçîòðîïíûå) qi ≡ 0, β(·)ij = β ïðè
i = j è βij = 0 ïðè i 6= j, ïðè÷¼ì
β =
E
1− 2ν α, (7.41)
ãäå α  êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèß.
Â îòëè÷èå îò (7.25), âñå âåëè÷èíû â (7.37) ßâëßþòñß äåéñòâèòåëüíû-
ìè.
Êîëüöåâûå ïüåçîàêòèâíûå ýëåìåíòû â ïðåîáðàçîâàòåëå (ðèñ. 7.8) ðàñ-
ïîëàãàþòñß ìåæäó äâóìß íàêëàäêàìè è ñòßãèâàþòñß áîëòîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îáùåå íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå ïðåîáðàçîâàòåëß åñòü ñóïåðïîçè-
öèß äèíàìè÷åñêîé (êîëåáàòåëüíîé) è ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëßþùèõ, ïðè-
÷¼ì ïîñëåäíßß, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëàãàåòñß èç òåðìîóïðóãèõ è ïðåäâàðè-
òåëüíûõ íàïðßæåíèé. Äëß âû÷èñëåíèß ïîñëåäíèõ èñïîëüçóþòñß âàðè-
àöèîííàß ôîðìóëèðîâêà (7.37) è îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß (7.38) ïðè
βij = 0, qi = 0. Êàê â çàäà÷å î òåïëîâûõ íàïðßæåíèßõ, òàê è â çàäà÷å î
ïðåäâàðèòåëüíîì ñòàòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî
ïðèíèìàåòñß óñëîâèå ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè ïîâåðõíîñòè ìåòàëëè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàòåëß. Ïðè÷åì îáà ñîñòîßíèß ðàññ÷èòûâàþòñß ïðè
çàêîðî÷åííûõ ýëåêòðîäàõ. Íàòßæåíèå áîëòà âî âòîðîé çàäà÷å ìîäåëèðó-
åòñß ïóò¼ì åãî ìûñëåííîãî ðàçðåçà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè è ïðèëîæåíèß
íà êðàßõ ðàçðåçà ðàñòßãèâàþùèõ óñèëèé t3.
Ïðè àíàëèçå êóñî÷íî-íåîäíîðîäíûõ êîíñòðóêöèé, öåëüíîñòü êîòî-
ðûõ îáåñïå÷èâàåòñß ñòàòè÷åñêèì ñæàòèåì, ó÷¼ò òðåíèß èìååò âàæíîå
çíà÷åíèå ïðè ðàñ÷åòå íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîßíèß. Îïè-
ñàíèå ýòèõ ýôôåêòîâ â ðàìêàõ êîíòàêòíîé çàäà÷è ßâëßåòñß âåñüìà ñëîæ-
íûì. Â äàííîì ïàðàãðàôå, êàê è â  1, îöåíêà âëèßíèß ñèë òðåíèß ïðî-
èçâîäèòñß ïóò¼ì ñîïîñòàâëåíèß ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ äâóì ïðåäåëü-
íûì óñëîâèßì âçàèìîäåéñòâèß  èäåàëüíîìó è ãëàäêîìó ìåõàíè÷åñêèì
êîíòàêòàì. Â ïåðâîì ñëó÷àå íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðåäïîëàãàåòñß
350 Ãëàâà 7. Êîëåáàíèß ... êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíûõ ... òåë
ðàâåíñòâî ïåðåìåùåíèé è óñèëèé, à âî âòîðîì  ðàâåíñòâî íîðìàëüíûõ
ïåðåìåùåíèé ïðè íóëåâîé êàñàòåëüíîé ñîñòàâëßþùåé âåêòîðà íàïðßæå-
íèé. Òåïëîâîé êîíòàêò ïðåäïîëàãàåòñß èäåàëüíûì. Êîíå÷íîýëåìåíòíàß
ðåàëèçàöèß ãëàäêîãî êîíòàêòà îñóùåñòâëßåòñß ïóò¼ì ââåäåíèß ìåæäó
êîíòàêòèðóþùèìè òåëàìè òîíêîãî ñëîß èç ôèêòèâíîãî òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì îñü ñèììåòðèè ñîâìåùàåòñß ñ íîðìà-
ëüþ ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà è æåñòêîñòü ìàòåðèàëà â ýòîì íàïðàâëåíèè
âûáèðàåòñß ñóùåñòâåííî áo´ëüøåé, à â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè  ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøåé ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòèðóþùèõ òåë.
Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ. Â ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 7.8 ïðåîáðàçîâà-
òåëå áîëò è òûëüíàß (îòðàæàþùàß) íàêëàäêà èçãîòîâëåíû èç ñòàëè 45,
ðàáî÷àß (èçëó÷àþùàß) íàêëàäêà  èç àëþìèíèåâîãî ñïëàâà D16Ò, ïüå-
çîàêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ñëóæàò êîëüöà èç êåðàìèêè òèïà ÖÒÑ-24. Õà-
ðàêòåðèñòèêè óêàçàííûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïà-
ðàãðàôàõ. Äëß êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèß ïðè-
íèìàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèß: Ñò.45  α = 0, 116 ·10−4 ãðàä−1; D16T 
α = 0, 23 · 10−4 ãðàä−1; ÖÒÑ - 24  α11 = α33 = 0, 12 · 10−4 ãðàä−1.
Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè p3 = 0.
Â êà÷åñòâå ïðîêëàäî÷íîãî ìàòåðèàëà ìåæäó ïüåçîïëàñòèíàìè è ñòß-
ãèâàþùèì áîëòîì èñïîëüçîâàëñß ôòîðîïëàñò  4 [15]: ρ = 2, 2·103 êã/ì3;
E
′
= 0, 66·109 Í/ì2; ν = 0, 4; E′′/E′ = 0, 1·10−2; λ = 0, 23 Âò/ì·ãðàä;





= 0, 2 · 10−3.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàïðßæåííîå ñîñòîß-
íèå, îáóñëîâëåííîå ñòßãèâàíèåì ïðåîáðàçîâàòåëß áîëòîì. Êðèâûå ðàñ-
ïðåäåëåíèß äëß êîìïîíåíòû σz â îáëàñòè, çàíèìàåìîé ïüåçîêåðàìèêîé
(34ìì < z < 58ìì, 10ìì < r < 25ìì), ïðè óñèëèè ñòßãèâàíèß 1 òîííà
ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.9. Çäåñü è íèæå öèôðà 1 îòâå÷àåò ñëó÷àþ èäåàëü-
Ðèñ. 7.9.
íîãî ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòßõ ñîïðßæåíèß ïüåçîêåðà-
ìèêè ñ íàêëàäêàìè, 2  ãëàäêîìó íà ýòèõ ïîâåðõíîñòßõ è 3  èäåàëü-
íîìó êîíòàêòó íà ïîâåðõíîñòè ïüåçîêåðàìèêà  îòðàæàþùàß íàêëàäêà
è ãëàäêîìó êîíòàêòó íà ïîâåðõíîñòè ïüåçîêåðàìèêà  èçëó÷àþùàß íà-
êëàäêà. Òðè ñåìåéñòâà êðèâûõ ïîñòðîåíû äëß òð¼õ çíà÷åíèé ðàäèóñà:
1, 2, 3 − r = 10, 6 ìì; 1′, 2′, 3′ − r = 16 ìì; 1′′, 2′′, 3′′ − r = 24 ìì. Âèä-
 3. Âèáðîðàçîãðåâ ... â ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëå òèïà Ëàíæåâåíà 351
íî, ÷òî îñåâîå íàïðßæåíèå íå÷óâñòâèòåëüíî ê óñëîâèßì êîíòàêòà. Äëß
íåãî õàðàêòåðíî âåñüìà íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàäèóñó, ïðè-
÷¼ì ìàêñèìàëüíûå ñæèìàþùèå íàïðßæåíèß σz èìåþò ìåñòî âáëèçè
âíóòðåííåãî ðàäèóñà ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ êîëåö, à ìèíèìàëüíûå  íà èõ
íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè âáëèçè îòðàæàþùåé íàêëàäêè (z = 34 ìì)
ðàñïðåäåëåíèå σz ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíîå,
òî ðàñïðåäåëåíèå âáëèçè èçëó÷àþùåé íàêëàäêè (z = 58 ìì) èìååò ñó-
ùåñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü.
Ðèñ. 7.10.
Âûçûâàåìûå ñòßãèâàíèåì ïðåîáðàçîâàòåëß áîëòîì êîìïîíåíòû íà-
ïðßæåíèß σϕ è σr â ïüåçîêåðàìè÷åñêîé îáëàñòè (ðèñ. 7.10) çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì σz. Ïðè ýòîì íàïðßæåíèß
σr ïî÷òè âñþäó ßâëßþòñß ñæèìàþùèìè, à σϕ ìîãóò áûòü ðàñòßãèâà-
þùèìè, â ÷àñòíîñòè, âáëèçè íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè. Îáùèé óðîâåíü
íàïðßæåíèé σϕ è σr îïðåäåëßåòñß ðàçëè÷èåì êîýôôèöèåíòîâ Ïóàñ-
ñîíà êåðàìèêè è íàêëàäîê. Ýôôåêòû óñëîâèé êîíòàêòà ëîêàëèçîâàíû
âáëèçè óãëîâûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà êåðàìèêàíàêëàäêè. Òàê,
â ñëó÷àå èäåàëüíîãî êîíòàêòà ñóùåñòâóåò îñîáåííîñòü (ò.å. íåîãðàíè-
÷åííîñòü) íàïðßæåíèé. Ïðè ãëàäêîì êîíòàêòå îíè îãðàíè÷åíû. Åñëè
æåñòêîñòü îòðàæàþùåé íàêëàäêè íåçíà÷èòåëüíà, òî â íàðóæíîé ÷àñòè
ãðàíèöû ñ êåðàìèêîé ìîæåò ïðîèçîéòè îòñëîåíèå. Ýòî îáñòîßòåëüñòâî
ïî÷òè íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ îò äèíàìè÷åñêèõ íàïðßæåíèé
ïðèëåãàþùåãî ê íàêëàäêå ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî êîëüöà.
Ìàêñèìàëüíîå ñòàòè÷åñêîå íàïðßæåíèå σz â áîëòå äîñòèãàåòñß â
òî÷êå Q íà ðèñ. 7.8.
Àíàëèç êîëåáàíèé è âèáðîðàçîãðåâà íà÷í¼ì ñ ðàññìîòðåíèß îñíîâ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ïðåîáðàçîâàòåëß, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 7.1 è îò-
âå÷àþùèõ âîçáóæäåíèþ ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ ∆ϕ = 9 Â.
Çäåñü fr  ÷àñòîòà ìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà; Ra è Pa  àêòèâíûå
ñîïðîòèâëåíèå è ìîùíîñòü íà ðåçîíàíñå; uzr è uzb  îñåâûå ïåðåìå-
ùåíèß òîðöîâ íàêëàäîê ïðè r = 15 ìì; ky  êîýôôèöèåíò óñèëåíèß,
ky = uzr/uzb; ∆Tm  ìàêñèìàëüíîå ïî îáú¼ìó ïðèðàùåíèå òåìïåðà-
òóðû â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîßíèè. Öèôðû 13 îòâå÷àþò îïðåäåë¼ííûì
âûøå óñëîâèßì êîíòàêòà, à â ñòðîêå 4 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèß êîíòàêòà â ñèëó
















1 21,88 17,5 2,32 0,579 0,982 1,70 24,7
2 21,41 16,6 2,43 0,554 0,938 1,69 25,7
3 21,66 17,2 2,35 0,559 0,950 1,70 24,8
4 21,91 19,6 2,20 0,560 0,930 1,66 
ïðåèìóùåñòâåííî ïðîäîëüíîãî õàðàêòåðà äâèæåíèé íå âëèßþò ñóùå-
ñòâåííî íà ïðåäñòàâëåííûå õàðàêòåðèñòèêè.
Ðèñ. 7.11. Ðèñ. 7.12.
Íà ðèñ. 7.11 (äëß óñëîâèß êîíòàêòà 1) è ðèñ. 7.12 (äëß óñëîâèß êîí-
òàêòà 3) ïîêàçàíû èçìåíåíèß àìïëèòóäû uz îñåâîãî ïåðåìåùåíèß è
ïðèðàùåíèß òåìïåðàòóðû ∆T âäîëü ñå÷åíèé ïðåîáðàçîâàòåëß r = 0
(áîëò), r = 10, 15, 25 ìì. Øòðèõ-ïóíêòèðíàß ëèíèß íà ðèñ. 7.11 ñîîò-
âåòñòâóåò èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû ïðè óñëîâèè êîíòàêòà 2. Âèäíî, ÷òî
ïðè îäíîñòîðîííåì îñëàáëåíèè ñâßçè (óñëîâèå 3) íàáëþäàåòñß îòêëî-
íåíèå óçëîâûõ òî÷åê â ñå÷åíèßõ r = const äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà
â íàïðàâëåíèè îñè âðàùåíèß. Óçåë ñìåùåíèß â áîëòå ( r = 0) ñäâè-
íóò íà íåêîòîðîå ðàññòîßíèå âëåâî ïî îòíîøåíèþ ê óçëàì â ïüåçîêå-
ðàìè÷åñêîé îáëàñòè. Äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî íàëè÷èå
çàãëóøêè â èçëó÷àþùåé íàêëàäêå óìåíüøàåò ýòî ðàññòîßíèå (óçëû â
ïüåçîêåðàìè÷åñêîé îáëàñòè ïðè ýòîì íå èçìåíßþòñß) è ïîíèæàåò ðåçî-
íàíñíóþ ÷àñòîòó ïðèìåðíî íà 0, 5 êÃö, ÷òî îáúßñíßåòñß óâåëè÷åíèåì
ïðèâåäåííûõ ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà (â îáëàñòè ìàêñèìàëüíûõ ïåðåìå-
ùåíèé) è êîëåáàòåëüíîé äëèíû. Íèçêèé óðîâåíü ìåõàíè÷åñêèõ íàïðß-
æåíèé íà âûõîäå ïðåîáðàçîâàòåëß äåëàåò âêëàä óâåëè÷åííîé ïðèâå-
äåííîé æåñòêîñòè â çíà÷åíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû íåñóùåñòâåííûì.
Ìàêñèìàëüíûé ðàçîãðåâ ïðåîáðàçîâàòåëß èìååò ìåñòî â ïüåçîêåðàìè-
÷åñêîé ÷àñòè, ïîñêîëüêó äàííûé ìàòåðèàë îáëàäàåò âûñîêèì óðîâíåì
âíóòðåííèõ ïîòåðü, íèçêîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ è, êðîìå òîãî, ïüåçîàê-
òèâíàß ÷àñòü ïðåîáðàçîâàòåëß ðàñïîëàãàåòñß â îáëàñòè ïó÷íîñòè ïðî-
äîëüíûõ íàïðßæåíèé (âòîðàß ñïðàâà ïüåçîêåðàìè÷åñêàß ïëàñòèíà íà
ðèñ. 7.8). Íàèáîëüøèìè çíà÷åíèßìè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû õàðàêòå-
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ðèçóþòñß êðàéíèå ïüåçîïëàñòèíû.
Ðèñ. 7.13. Ðèñ. 7.14.
Íà ðèñ. 7.13, 7.14 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèß êîìïîíåíò σz è σϕ äè-
íàìè÷åñêèõ (ñïëîøíûå ëèíèè) è òåðìîóïðóãèõ (øòðèõîâûå ëèíèè) íà-
ïðßæåíèé âäîëü ñå÷åíèé r = const â ïüåçîêåðàìè÷åñêîé îáëàñòè ïðå-
îáðàçîâàòåëß. Îñîáåííîñòè â ïîâåäåíèè òåðìîóïðóãèõ íàïðßæåíèé σr
â ýòîé îáëàñòè õàðàêòåðèçóþò êðèâûå íà ðèñ. 7.15.
Ðèñ. 7.15.
Ðàñïðåäåëåíèß àìïëèòóä σz è σϕ äèíàìè÷åñêèõ íàïðßæåíèé äîñòà-
òî÷íî îäíîðîäíû, ïîñêîëüêó îòâå÷àþò îáëàñòè ïó÷íîñòè íàïðßæåíèé.
Îñëàáëåíèå ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà (íàëè÷èå ïðîñêàëüçûâàíèß) ïðî-
ßâëßåòñß â óâåëè÷åíèè âêëàäà â íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå ïüåçîêåðàìèêè
îêðóæíîãî íàïðßæåíèß σϕ (â ñå÷åíèßõ, áëèçêèõ ê âíóòðåííåé ãðàíèöå
ïüåçîêåðàìè÷åñêîé îáëàñòè r = 10 ìì, σϕ ñîèçìåðèìî ñ σz).
Â îáùåì ñëó÷àå óðîâåíü òåïëîâûõ íàïðßæåíèé îïðåäåëßåòñß èíòåí-
ñèâíîñòüþ äèññèïàöèè ýíåðãèè, óñëîâèßìè îõëàæäåíèß, ðàçëè÷èåì êî-
ýôôèöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèß (ÊÒÐ) è òåïëîïðîâîäíîñòè ýëåìåí-
òîâ ïðåîáðàçîâàòåëß, à òàêæå óñëîâèßìè êîíòàêòà êîëåö ñ íàêëàäêàìè.
Âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ôàêòîðîâ îáóñëîâëèâàåò íåïðîñòîé õàðàêòåð èõ
ðàñïðåäåëåíèß. Íà ðèñ. 7.13 âèäíî, ÷òî ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå (óñëî-
âèå 1) â ñðåäíèõ ñå÷åíèßõ r = const è ñå÷åíèßõ âáëèçè âíóòðåííåãî îò-
âåðñòèß â êåðàìèêå èìåþò ìåñòî ðàñòßãèâàþùèå òåïëîâûå íàïðßæåíèß
σz, òîãäà êàê ïðè íàëè÷èè ïðîñêàëüçûâàíèß îíè ñæèìàþùèå. Íàèáîëåå
îïàñíîé çîíîé òåïëîâûõ íàïðßæåíèé σϕ è σr ßâëßåòñß ïüåçîïëàñòèíà,
ïðèìûêàþùàß ê èçëó÷àþùåé íàêëàäêå, ãäå ýòè íàïðßæåíèß ßâëßþò-
ñß ðàñòßãèâàþùèìè, ïðè÷¼ì â ñëó÷àå óñëîâèß êîíòàêòà 1 σϕ äîñòèãà-
åò çíà÷åíèß 15 ìÏà. Òàêîé õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèß îáúßñíßåòñß òåì,
÷òî, èìåß áîëüøèé ÊÒÐ, èçëó÷àþùàß íàêëàäêà, ðàñøèðßßñü ðàäèàëü-
íî, òßíåò êåðàìèêó. Ïîñêîëüêó ÊÒÐ êåðàìèêè íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì
îòðàæàþùåé íàêëàäêè, òî ïîñëåäíßß ñäåðæèâàåò ðàñøèðåíèå êåðàìè-
êè, ôîðìèðóß îáëàñòü ñæàòèß. Âîçìîæíîñòü ïðîñêàëüçûâàíèß ïüåçî-
ïëàñòèíû îòíîñèòåëüíî èçëó÷àþùåé íàêëàäêè â 3 ÷ 4 ðàçà ñíèæàåò
354 Ãëàâà 7. Êîëåáàíèß ... êîíñòðóêòèâíî-íåîäíîðîäíûõ ... òåë
óðîâåíü íàïðßæåííîñòè â ýòîé ïüåçîïëàñòèíå. Âìåñòå ñ òåì, îñëàáëå-
íèå ñâßçè äðóãîé êðàéíåé ïëàñòèíû ñ îòðàæàþùåé íàêëàäêîé (óñëîâèå
êîíòàêòà 2) ïåðåâîäèò òåïëîâûå íàïðßæåíèß σϕ è σr â ðàçðßä ïîëîæè-
òåëüíûõ. Ïîýòîìó íàèáîëåå áëàãîïðèßòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê òåïëîâûì
íàïðßæåíèßì σϕ è σr óñëîâèßìè êîíòàêòà ïüåçîêåðàìèêè ñ íàêëàäêà-
ìè â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ßâëßþòñß óñëîâèß 3.
Êîìïîíåíòû íàïðßæåíèé σz, σϕ è σr, îáóñëîâëåííûå ñòàòè÷åñêèì
ïîäæàòèåì, èìåþò âáëèçè íàêëàäîê çíàêè, ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêàì
àíàëîãè÷íûõ êîìïîíåíò òåïëîâûõ íàïðßæåíèé. Ïîýòîìó ïîäæàòèåì
ìîæíî, â ïðèíöèïå, íåéòðàëèçîâàòü íå òîëüêî äèíàìè÷åñêèå íàïðßæå-
íèß â ôàçå ðàñòßæåíèß, íî è òåïëîâûå, ïî êðàéíåé ìåðå, â îñíîâíîé ÷à-
ñòè êåðàìè÷åñêîãî ìàññèâà. Âìåñòå ñ òåì, êîìïåíñàöèß ðàñòßãèâàþùèõ
íàïðßæåíèé âáëèçè íàêëàäîê òðóäíî ïðîãíîçèðóåìà èç-çà ñëîæíîñòè
ìîäåëèðîâàíèß êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß íà ïîâåðõíîñòßõ ðàçäåëà.
Ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèß.
Òåïëîâûå íàïðßæåíèß σz âäîëü áîëòà ïîëîæèòåëüíûå è ïîýòîìó
óñèëèâàþò ñòàòè÷åñêîå íàòßæåíèå ïîñëåäíåãî.
Ðàçâèòûé ïîäõîä ïîçâîëßåò ïóò¼ì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß ðàñ-
ñ÷èòàòü âñå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàòåëåé, îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêòèâíûõ
ïðè¼ìîâ ñíèæåíèß óðîâíß òåìïåðàòóðíîãî ïîëß âèáðîðàçîãðåâà è òåì-
ïåðàòóðíûõ íàïðßæåíèé, îïðåäåëèòü óñèëèß ñòàòè÷åñêîãî ïîäæàòèß,
íåîáõîäèìûå äëß ïîâûøåíèß èõ äîëãîâå÷íîñòè.
Ãëàâà 8.
Êîëåáàíèß è äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ó÷¼òîì
òåìïåðàòóðíîé äåïîëßðèçàöèè ìàòåðèàëà
Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèå ïåðåìåííûå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëß,ìåõàíè÷åñêèå íà-
ïðßæåíèß, íàãðåâ äî òî÷êè Êþðè ïðèâîäßò ê äåïîëßðèçàöèè ïîëßðèçîâàííûõ
êåðàìèê è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óòðàòå èìè ñâîèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
[173]. Ïîä òåìïåðàòóðíîé äåïîëßðèçàöèåé ïîíèìàåòñß äåïîëßðèçàöèß, âû-
çâàííàß ïðåèìóùåñòâåííî íàãðåâîì ïüåçîìàòåðèàëà ïðè ñðàâíèòåëüíî ñëà-
áûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëßõ. Îäíîé èç ïðè÷èí, ìîãóùèõ ïðè-
âåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ òåìïåðàòóðû, ßâëßåòñß äèññèïàòèâíûé
ðàçîãðåâ, åñëè ïüåçîìàòåðèàëó ïðèñóùè çàìåòíûå âßçêîóïðóãèå ñâîéñòâà. Ïî-
ñëåäíèå, êàê èçâåñòíî, õàðàêòåðíû íå òîëüêî äëß ïüåçîïîëèìåðîâ, íî è äëß
òðàäèöèîííûõ ïüåçîêåðàìèê, ïðè÷¼ì èìåþò òåíäåíöèþ ê ðîñòó ñ ïîâûøåíè-
åì òåìïåðàòóðû âïëîòü äî çíà÷åíèé òî÷êè Êþðè [136].
Âîïðîñ î äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå, êàê ïðè÷èíå äåïîëßðèçàöèè ïüåçîìà-
òåðèàëà, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê ïðè êâàçèñòàòè÷åñêèõ [119, 120], òàê è
äèíàìè÷åñêèõ [63] êîëåáàíèßõ ïüåçîýëåìåíòîâ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèßõ, ñâßçàííûõ ñ óðîâíåì è äëè-
òåëüíîñòüþ íàãðóæåíèß, óñëîâèßìè òåïëîîáìåíà, òåìïåðàòóðîé ñðåäû, ãåî-
ìåòðèåé ïüåçîýëåìåíòà è äð., íå èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü òàê íàçûâàåìîãî
òåïëîâîãî âçðûâà [77], íåèçáåæíûì ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ìîæåò ñòàòü äåïî-
ëßðèçàöèß ïüåçîìàòåðèàëà. Ýòîò âîïðîñ ðàññìàòðèâàåòñß â ïåðâîì ïàðàãðàôå
ãëàâû íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé çàäà÷è î òîëùèííûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáà-
íèßõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîß, âîçáóæäàåìîãî ýëåêòðè÷åñêèì íàïðßæåíèåì.
Ïîëó÷åíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ñîîòíîøåíèß äëß êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû ñëîé  âíåøíßß ñðåäà íàðóøàåò-
ñß è äèññèïàòèâíûé ðàçîãðåâ ñëîß ïðèîáðåòàåò õàðàêòåð òåïëîâîãî âçðûâà.
Â ïàðàãðàôàõ 2  4 âîïðîñ î òåìïåðàòóðíîé äåïîëßðèçàöèè ïüåçîìàòåðè-
àëà ðàññìàòðèâàåòñß íà ïðèìåðå îñåñèììåòðè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ êîëåáàíèé
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è âèáðîðàçîãðåâà ïüåçîýëåìåíòîâ â ôîðìå òåë âðàùåíèß. Ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèå êîëåáàíèß ñ ó÷åòîì äåïîëßðèçàöèè èññëåäóþòñß êàê ïðè óñòàíîâèâøèõñß
òåïëîâûõ ñîñòîßíèßõ, òàê è â ïðîöåññå âûõîäà òåìïåðàòóðû íà ñòàöèîíàð-
íûé ðåæèì. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî ðåçîíàíñíûì êîëåáàíèßì ïüåçî-
ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ âîïðîñû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà è äåïîëßðèçàöèè
ïðèîáðåòàþò îñîáóþ àêòóàëüíîñòü è ýôôåêòèâíîå âîçáóæäåíèå êîòîðûõ, êàê
èçâåñòíî [151], âîçìîæíî òîëüêî ïðè àâòîïîäñòðîéêå ÷àñòîòû âîçáóæäåíèß
ââèäó ñèëüíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû.
Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñß çàäà÷à î âëèßíèè äåïîëß-
ðèçàöèè ïüåçîìàòåðèàëà íà äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ïëà-
ñòèíû, ñîâåðøàþùåé ïëàíàðíûå êîëåáàíèß ïðè ãàðìîíè÷åñêîì ýëåêòðè÷å-
ñêîì âîçáóæäåíèè.
Êðîìå îòìå÷åííûõ âûøå,èññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë
ñ ó÷åòîì äåïîëßðèçàöèè ïîñâßùåíû òàêæå ðàáîòû [50, 82, 83, 84].
 1. Î òåìïåðàòóðíîé äåïîëßðèçàöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî
ñëîß â óñëîâèßõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó î äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîß −h ≤ z ≤ h, −∞ < x, y < ∞, ïîëßðèçîâàííîãî
âäîëü îñè z è âîçáóæäàåìîãî ýëåêòðè÷åñêèì íàïðßæåíèåì ∆ϕeiωt íà
ýëåêòðîäàõ z = ±h. ×àñòîòà êîëåáàíèé ω ñ÷èòàåòñß äîñòàòî÷íî ìàëîé,
÷òîáû èìåëî ìåñòî êâàçèñòàòè÷åñêîå íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-
ñòîßíèå (ÍÄÑ). Ñëîé íàõîäèòñß â óñëîâèßõ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà
ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåìïåðàòóðû T c è êîýôôèöèåíòîì òåïëîîòäà÷è








+ F (T ) = 0, (8.1)
ãäå








D(T )Π(T ) (8.2)
 çàâèñßùèé îò òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíûé èñòî÷íèê òåïëà, ïðè÷¼ì
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λ  êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ïüåçîìàòåðèàëà; k2t  òîëùèííûé








Ôóíêöèè òåìïåðàòóðû D(T ), Π(T ) âêëþ÷àþò â ñåáß òåìïåðàòóð-
íûå çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè µ˜ε
33





33 = C33 (1 + iδ
c
33) è ïüåçîêîíñòàíòû e˜33 =
= e33 (1 + iδe33).








+ αò(T − T ñ)∣∣
z=h
= 0. (8.6)
Äèññèïàòèâíûé èñòî÷íèê (8.2) çàïèñàí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êâàä-
ðàòàìè è ïðîèçâåäåíèßìè ïîòåðü δµ33, δc33, δe33 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíè-
öåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè ïîòåðü ëåæèò
â îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäèê èõ îïðåäåëåíèß [58, 136, 171].
Äæîóëåâî òåïëî ìîæíî ó÷åñòü, îòíåñß ÷èñòî îììè÷åñêóþ ïðîâîäè-
ìîñòü ê ìíèìîé ñîñòàâëßþùåé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Äëß
õîðîøèõ äèýëåêòðèêîâ (à èìåííî òàêîâûìè äîëæíû áûòü ñåãíåòîêåðà-
ìèêè, èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâå ïüåçîýëåêòðèêîâ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå èõ òðóäíî ïîëßðèçîâàòü [173]) ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü,
îñòàâàßñü â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèß î ìàëîñòè ïîòåðü [170].
Õîòß ìåõàíè÷åñêèå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà
ìîãóò ñèëüíî çàâèñèòü îò òåìïåðàòóðû [173], âëèßíèå èõ íà äèññèïàöèþ
è íàêîïëåíèå ýíåðãèè â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîãî íàãðóæåíèß íà ÷àñòîòàõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèñòàòè÷åñêîìó ÍÄÑ, íåçíà÷èòåëüíî, î ÷åì ñâè-
äåòåëüñòâóþò ñîîòíîøåíèß (8.3). Ïîýòîìó òåìïåðàòóðíàß çàâèñèìîñòü
âåëè÷èí D(T ) è Π(T ), êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåò-
ñòâåííî äèññèïàòèâíûì è óïðóãîïîäîáíûì êîìïëåêñàìè, ïî âèäó äîëæ-
íà îïðåäåëßòüñß òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ äèýëåêòðè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê δµ33 è µ33. Äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñèòóàöèß, êî-
ãäà çàìåòíûé ðîñò ñ òåìïåðàòóðîé òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïî-
òåðü tgϕµ = −δµ33 ñîïðîâîæäàåòñß ñëàáîé çàâèñèìîñòüþ îò òåìïåðàòó-
ðû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè µ33, â îòëè÷èå îò íåïüåçîàêòèâíûõ
äèýëåêòðèêîâ [154, 170], íå ßâëßåòñß òèïè÷íîé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè óêàçàííûõ âåëè÷èí òåñíî âçàèìîñâßçàíû è
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ñêîëü-íèáóäü çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ñ òåìïåðàòóðîé îäíîé èç íèõ ïðè-
ñóùå è äðóãîé [173]. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåìîå â ðàáîòàõ ïî òåïëîâîìó
ïðîáîþ äèýëåêòðèêîâ [154, 170] ïðåäïîëîæåíèå µ33 = const ñîâåðøåííî
íåïðèåìëèìî äëß ïüåçîýëåêòðèêîâ ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê òî÷êå
Êþðè. Íå èñêëþ÷åíà ñèòóàöèß, êîãäà ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû tgϕµ ïðàê-
òè÷åñêè íå èçìåíßåòñß âïëîòü äî òî÷êè Êþðè, à µ33 íà÷èíàåò áûñòðî
ðàñòè óæå ïðè òåìïåðàòóðàõ, ëåæàùèõ çíà÷èòåëüíî íèæå òî÷êè Êþðè
[173].
Â ñâßçè ñî ñêàçàííûì, à òàêæå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íàñ ïðåæäå âñå-
ãî èíòåðåñóåò âîçìîæíîñòü òåïëîâîãî âçðûâà ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå
òî÷êè Êþðè TÊþðè, ïðèíèìàåì ñëåäóþùèå òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè
âåëè÷èí (8.3)
D(T ) = D0 eξ(T−T0), Π(T ) = Π0 eξ1(T−T0), (8.7)
âûïîëíåíèå êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåì âïëîòü äî òî÷êè Êþðè. Çäåñü T0 
òåìïåðàòóðà îòñ÷åòà, ξ ≥ 0, ξ1 ≥ 0 - ïîñòîßííûå òåìïåðàòóðíûå êî-
ýôôèöèåíòû. Ñîîòíîøåíèß (8.7) êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñß ñ èìåþùè-
ìèñß â ëèòåðàòóðå ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî
òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëîâ
âïëîòü äî òî÷êè Êþðè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîé òåìïå-
ðàòóðû T0 < TÊþðè [173]. Âûøå òî÷êè Êþðè çàâèñèìîñòè (8.7) òåðßþò
ñìûñë. Åñëè ïðèíßòîå ðàíåå ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè ïîòåðü íàêëàäû-
âàåò îïðåäåë¼ííûå îãðàíè÷åíèß íà âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà ξ, òî äëß
êîýôôèöèåíòà ξ1 íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íåò. Êàê è â ðàáîòàõ [154, 170],
ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñëàáî çàâèñèò îò òåìïå-
ðàòóðû è ïîëàãàåì λ = const.
Íàéä¼ì óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû ñëîé 
âíåøíßß ñðåäà íàðóøàåòñß èëè, ÷òî îäíî è òîæå, óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ
çàäà÷à (8.1)  (8.6) íå èìååò ðåøåíèé. Ïîñëå ïàðàìåòðèçàöèè çàäà÷è ïî-
äîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñß â ðàáîòå [170], ìàêñèìàëüíóþ òåìïåðàòóðó
Tm ïðè z = 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ íàïðßæåíèß ∆ϕ, çàäàí-
íóþ ïàðàìåòðè÷åñêè



























ξ(T c − T0)
)
. (8.9)
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ãäå Dm  âåëè÷èíà äèññèïàòèâíîãî êîìïëåêñà, ñîîòâåòñòâóþùàß òåìïå-
ðàòóðå Tm, σ0 =
√
2F (T )Π(T )/ωD(T )  àìïëèòóäà ïëîòíîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðßäà íà ýëåêòðîäå. Â (8.8)  (8.12) è íèæå âåðõíèå âåëè÷èíû
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ α < 1, íèæíèå  ñëó÷àþ
α > 1; ñîîòíîøåíèß äëß ñëó÷àß α = 1 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà q â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè α → 1 ñ
ó÷åòîì (8.12)
Óñëîâèå íàðóøåíèß òåïëîâîãî ðàâíîâåñèß d∆ϕ/dTm = 0 ñâîäèòñß, â
ñèëó (8.9), ê ðàâåíñòâó dXα(Θ)/dΘ = 0. Äèôôåðåíöèðóß (8.10), ìîæíî




















Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.13) îòíîñèòåëüíî Θ íàéäå-
íî, êðèòè÷åñêîå íàïðßæåíèå ∆ϕêð îïðåäåëßåòñß â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.9).
Äëß êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tmêð è ñîîòâåòñòâóþùèõ åé êðèòè÷å-
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âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà Θ, ïðè÷¼ì ïîñëåäíèé èìååò âåðõ-
íþþ ãðàíèöó Θˆα, îïðåäåëßåìóþ óñëîâèåì îáðàùåíèß â íóëü çíàìåíà-
òåëß ýòîãî óðàâíåíèß. Ñ ðîñòîì α âåëè÷èíà Θˆα óìåíüøàåòñß ïðè 0 ≤
α < 1 îò Θˆ0 = 1, 2 [170] äî íóëß è óâåëè÷èâàåòñß ïðè 1 < α ≤ 3 îò íóëß
äî Θˆ3 = 0, 985. Äëß âñåõ α > 3 Θˆα = pi/2.
Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè
αòh
λ
→ 0 (Θ→ 0) êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû











































































Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèß äëß ñëó÷àß α = 1 ïîëó÷àþòñß èç (8.17) 
























1 ; Θˆ1 ≈ 0, 92.
(8.20)
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Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ñîîòíîøåíèß äëß êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò-
ëè÷àþòñß îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåï-
ëîâîãî ïðîáîß äèýëåêòðèêîâ (áåç ïüåçîýôôåêòà) [154, 170] íàëè÷èåì âå-
ëè÷èíû α = ξ1/ξ, ó÷èòûâàþùåé òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, à òàêæå ìåõàíè÷åñêèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
âåëè÷èí â âûðàæåíèè äëß àêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ωΠ0D0. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü óêàçàííûå ñîîòíîøåíèß òåîðèè òåïëîâîãî ïðîáîß, íåîáõîäèìî
ïîëîæèòü âåçäå α = 0, à òàêæå k2t = 0 â (8.3) è èñïîëüçîâàòü òîëü-
êî âåðõíèå âåëè÷èíû â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Â ñâßçè ñî ñêàçàííûì âñå
âûâîäû ýòîé òåîðèè, êàñàþùèåñß âëèßíèß íà êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû
òîëùèíû ñëîß, óñëîâèé òåïëîîáìåíà, òåìïåðàòóðû ñðåäû, îñòàþòñß â
ñèëå, åñëè, êîíå÷íî, òîëüêî Tmêð < TÊþðè, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ýòè âûâîäû ëèøåíû ñìûñëà. Êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èß â âåëè÷èíàõ
êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áóäóò ïðîßâëßòüñß íå ñòîëüêî çà ñ÷¼ò ïüåçî-
ýôôåêòà, ñêîëüêî çà ñ÷¼ò òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè è å¼ âåëè÷èíû, êîòîðàß, êàê ïðàâèëî, íà 23 ïîðßäêà
áîëüøå, ÷åì ó îáû÷íûõ äèýëåêòðèêîâ.
Åñëè Tmêð < TÊþðè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íàïðßæåíèßõ
∆ϕ > ∆ϕêð áóäåò íàáëþäàòüñß ßâëåíèå òåïëîâîãî âçðûâà: òåìïåðàòóðà
íå ñòàáèëèçèðóåòñß è ïðè äîñòèæåíèè â òå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè
çíà÷åíèß Tmêð íà÷èíàåò íàðàñòàòü âî âðåìåíè ëàâèíîîáðàçíî âïëîòü
äî òî÷êè Êþðè, âûçûâàß òåì ñàìûì äåïîëßðèçàöèþ ìàòåðèàëà. Ñëó-
÷àé Tmêð ≥ TÊþðè ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîçìîæíîñòü äîñòè-
æåíèß òåìïåðàòóðîé Tm çíà÷åíèß TÊþðè áåç âûõîäà ñèñòåìû èç òåïëî-
âîãî ðàâíîâåñèß. Âåëè÷èíà íàïðßæåíèß ∆ϕ0, ïðè êîòîðîì ñòàöèîíàð-
íàß òåìïåðàòóðà Tmêð = TÊþðè, íàõîäèòñß èç (8.9), åñëè ïàðàìåòð Θ
îïðåäåëßòü íå èç (8.13), à èç (8.8), ïîëîæèâ ïðè ýòîì Tmêð = TÊþðè. Â
ïåðâîì ñëó÷àå äèàïàçîí íàïðßæåíèé, èñêëþ÷àþùèõ äåïîëßðèçàöèþ èç-
çà ïåðåãðåâà ñëîß, ñëåäóåò îãðàíè÷èâàòü âåëè÷èíîé ∆ϕêð, à âî âòîðîì
 âåëè÷èíîé ∆ϕ0.
Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîßíèé ñ òåì-






(ìàëûõ òîëùèíàõ è (èëè) ìàëûõ êîýôôèöèåíòàõ òåïëîîòäà÷è) èç-
ìåíåíèå òåìïåðàòóðû, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íàïðßæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëß (â (8.4) β(T ) ≈ 1) ïî z íåçíà÷èòåëüíî, ÷òî íàõîäèò ñâî¼ îò-
ðàæåíèå â ðàâíîïðàâíîé çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò òåì-
362 Ãëàâà 8. Êîëåáàíèß ... ñ ó÷¼òîì ... äåïîëßðèçàöèè ìàòåðèàëà
ïåðàòóðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ξ, ξ1. Èç (8.16) âèäíî, ÷òî Dmêð · Πmêð =
D(T c)Π(T c)e. Ïîýòîìó, åñëè îêàæåòñß, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîíèöàåìîñòè è òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü (à èìåííî
îíè, êàê óêàçàíî âûøå, îïðåäåëßþò ïîâåäåíèå âåëè÷èí Π(T ) è D(T ))
â òî÷êå Êþðè ïðåâûøàåò ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå õàðàêòåðèñòèê, íî ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òåìïåðàòóðå ñðåäû T c, áîëåå ÷åì â e ðàç, òî êðèòè÷å-
ñêàß òåìïåðàòóðà Tmêð áóäåò ëåæàòü íèæå òåìïåðàòóðû TÊþðè. Àíàëèç
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [173] ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî óñëîâèå, êàê ïðà-
âèëî, âûïîëíßåòñß, ïðè÷¼ì îòìå÷åííîå ïðåâûøåíèå ìîæåò áûòü êóäà




íåðàâíîìåðíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß çà ñ÷¼ò
òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè çíà÷èòåëü-
íî óñèëèâàåòñß. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà-
÷åíèß êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tmêð èç (8.18) êîíå÷íû òîëüêî â ñëó÷àå
α ≤ 3, ïðè÷¼ì áóäóò ëåæàòü íèæå TÊþðè, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå







÷òî ñëåäóåò èç (8.19). Ïðè α = 1 ýòî óñëîâèå, ñîãëàñíî (8.20), çàïèøåòñß
â âèäå
D(TÊþðè)Π(TÊþðè) > D(T c)Π(T c)e2Θˆ
2
1 , Θˆ1 ≈ 0, 92. (8.22)
Èñõîäß èç òîãî, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß êðèòè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðè
αòh
λ
→ ∞ âñåãäà áîëüøå èõ çíà÷åíèé ïðè êîíå÷íûõ αòh
λ
, è îñíîâûâà-




òåìïåðàòóðà Tmêð < TÊþðè, åñëè òîëüêî α ≤ 3. Â ñëó÷àå,




, áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî Tmêð > TÊþðè.
Ò.î. ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [173] î òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè µ33 è òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåðü tgϕµ äëß ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è ïîëó÷åííûå â äàí-
íîì ïàðàãðàôå ñîîòíîøåíèß ïîçâîëßþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå: â ñëó÷àå êâàçèñòàòè÷åñêîãî ÍÄÑ ïüåçîýëåêòðè÷åñêî-
 2. Ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû êîëåáàíèé ... öèëèíäðà... 363
ãî ñëîß, âîçáóæäàåìîãî ýëåêòðè÷åñêèì íàïðßæåíèåì, è ïðè ýêñïîíåí-
öèàëüíîì ðîñòå ñ òåìïåðàòóðîé äèýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê µ33 è




áóäåò ëåæàòü íèæå òî÷êè Êþðè, åñëè òîëüêî êîýôôèöèåíò
òåìïåðàòóðíîãî ðîñòà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ξ1 íå ïðåâûøàåò
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ξ äëß òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåðü áîëåå ÷åì â òðè ðàçà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå èìååò ñè-




òåì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
αòh
λ
óâåëè÷èâàåòñß è íåðàâíîìåðíîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëß èç-çà òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî õîòß ðàçâèòèå ïðîöåññà âî âðåìåíè â äàí-
íîì ïàðàãðàôå íå ðàññìàòðèâàåòñß, èç-çà èñ÷åçíîâåíèß ïüåçîýôôåêòà è
êà÷åñòâåííî îáðàòèìîãî èçìåíåíèß òåìïåðàòóðíîãî õîäà äèýëåêòðè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ [173] â òî÷êå Êþðè ñëåäóåò îæèäàòü âûõîäà òåìïåðàòóðû
íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì è ïðè ∆ϕ > ∆ϕêð ïîñëå òîãî, êàê áîëåå èëè
ìåíåå çíà÷èòåëüíàß ÷àñòü ñëîß (èëè âåñü ñëîé, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷è-
íû íàïðßæåíèß ∆ϕ) áóäåò äåïîëßðèçîâàíà. Åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíè-
åì íà âåëè÷èíó ∆ϕ ßâëßåòñß â äàííîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêàß ïðî÷íîñòü
ìàòåðèàëà. Ñêàçàííîå îòíîñèòñß ê ñëó÷àþ, êîãäà ÷èñòî îììè÷åñêàß ïðî-
âîäèìîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè Êþðè íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî íå ìåíßåò
êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèß äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü, ÷òî èìååò ìåñòî äëß
íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ [173]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç-çà òåìïåðàòóðíîãî
ðîñòà ïðîâîäèìîñòè (íî íå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü!) âûøå òî÷êè Êþðè
ìîãóò âîçíèêíóòü âîïðîñû, ñâßçàííûå ñ òåïëîâûì ïðîáîåì [154, 170].
 2. Ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû êîëåáàíèé ïîëîãî
ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ ó÷¼òîì äåïîëßðèçàöèè
ìàòåðèàëà
2.1 Î òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà
Â ëèòåðàòóðå èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
ïîäòâåðæäàþùèå ñèëüíóþ çàâèñèìîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ, ìåõàíè÷å-
ñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëßðèçîâàííîé êåðàìèêè îò òåìïåðà-
òóðû [11, 48, 136, 172, 173, 210213]. Îäíàêî ýòè äàííûå ëèáî íå ñîäåð-
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æàò ïîëíîãî íàáîðà õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà, ëèáî îãðàíè÷åíû òåìïå-
ðàòóðàìè, ëåæàùèìè çíà÷èòåëüíî íèæå òî÷êè Êþðè. Âëèßíèå òåìïå-
ðàòóðû íà èçìåíåíèå íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ çàðóáåæíûõ ïüåçîêåðàìè-
÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ îïèñàíî â ðàáîòàõ [11, 173, 210213]. Îáçîð äàííûõ
î òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îòå-
÷åñòâåííûõ ñîñòàâîâ ïüåçîêåðàìèêè ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [58, 136]. Íàè-
áîëåå ïîëíîé ßâëßåòñß èíôîðìàöèß î âëèßíèè òåìïåðàòóðû íà äèýëåê-
òðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïüåçîêåðàìèê [172, 173].
Â ðàáîòàõ [210213] èññëåäîâàíèß ïðîâåäåíû ñ ó÷åòîì âëèßíèß òåì-
ïåðàòóðû íà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîå ñîñòîßíèå óïðóãèõ ïüåçîìàòåðèàëîâ.
Èíôîðìàöèß î ïîëíîì íàáîðå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î çàâè-
ñèìîñòè äèíàìè÷åñêèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîìàòå-
ðèàëà îò òåìïåðàòóðû, íåîáõîäèìîì äëß ðàñ÷¼òà êîëåáàíèé è òåìïåðà-
òóðíûõ ïîëåé äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ïüåçîýëåìåíòîâ ñëîæíîé ôîð-
ìû, â íàñòîßùåå âðåìß ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Ïî êðàéíåé ìåðå, íàì
èçâåñòíû äàííûå î òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ïîëíîé ìàòðèöû êîì-
ïëåêñíûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òîëüêî äëß îäíîãî, ìà-
ëîèçâåñòíîãî â ëèòåðàòóðå, ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ÖTCòÁÑ-2,
êîòîðûå ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [58, 171] â âèäå ãðàôèêîâ äëß äåéñòâè-







), ïüåçîìîäóëåé d˜αi = d′αi(1− itgϕdαi) è äèýëåêòðè-
÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé µ˜σαβ = µσ
′
αβ(1 − itgϕµσαβ ) â èíòåðâàëå òåìïåðà-
òóð îò 20◦ C äî 180◦ C. Ñîãëàñíî ýòèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïðè
ïðèâûøåíèè òåìïåðàòóðîé 160◦ C äëß ïüåçîêåðàìèêè ÖTCòÁÑ-2 íà-
÷èíàåòñß íåîáðàòèìûé ïðîöåññ äåïîëßðèçàöèè, îòðàæàþùèéñß íà ðåç-
êîì óìåíüøåíèè ïüåçîìîäóëåé â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð 160◦ − 180◦ C.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáñóæäàåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â íàñòî-
ßùåé ãëàâå ïðèìåíßåòñß êóñî÷íî-ëèíåéíàß àïïðîêñèìàöèß òåìïåðàòóð-
íûõ êðèâûõ èç ðàáîòû [58] ñ øàãîì 20◦ C. Íåîáõîäèìûå äëß ýòîãî çíà-
÷åíèß ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí áûëè ñíßòû ñ óêàçàííûõ êðèâûõ
è ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 8.1  8.3. Ñ öåëüþ ìîäåëèðîâàíèß ïðîöåññà äå-
ïîëßðèçàöèè â ðàñ÷¼òàõ ïðè ïðåâûøåíèè òåìïåðàòóðîé â êàêîé-ëèáî
òî÷êå òåëà âåëè÷èíû 180◦ C ïüåçîìîäóëè â ýòîé òî÷êå îáíóëßþòñß è
â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ íå ó÷èòûâàþòñß. Çàáåãàß íà ïåðåä, çàìåòèì,
÷òî â îáëàñòßõ ïüåçîýëåìåíòà, ãäå òåìïåðàòóðà âèáðîðàçîãðåâà áëèçêà
ê çíà÷åíèþ òî÷êè Êþðè (â íàøåì ñëó÷àå 180◦ C) èëè äîñòèãàåò ýòî-
ãî çíà÷åíèß, èíòåíñèâíîñòü òåïëîâûäåëåíèß ðåçêî ñíèæàåòñß. Ïîýòîìó,
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åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå òåìïåðàòóðà è ïðåâûøàåò çíà÷åíèå 180◦ C, ýòî
ïðåâûøåíèå ßâëßåòñß íåçíà÷èòåëüíûì. Â ñâßçè ñ ýòèì, à òàêæå ââèäó
îòñóòñòâèß èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè ìåõàíè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ïðè òåìïåðàòóðàõ, áîëüøèõ 180◦ C, â ðàñ÷å-
òàõ â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñß â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òå æå çíà÷åíèß
óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê, ÷òî è ïðè òåìïåðàòóðå 180◦ C.




ij × 1012,Ïa−1 tgϕSE
ij
× 102
T, ◦C\ij 33 13 12 11 55 33 13 12 11 55
20 14,8 -5,42 -4,62 12,5 39,7 0,125 -0,15 0,14 0,16 0,14
40 14,9 -5,25 -4,8 12,6 40,0 0,18 -0,185 0,185 0,165 0,18
60 15,0 -5,2 -5,0 12,8 40,5 0,2 -0,2 0,2 0,175 0,2
80 15,1 -5,1 -5,0 12,9 41,0 0,22 -0,21 0,2 0,19 0,21
100 15,0 -5,0 -5,0 13,0 42,5 0,225 -0,23 0,205 0,205 0,22
120 14,9 -4,8 -5,1 13,1 44,0 0,23 -0,245 0,225 0,225 0,23
140 14,85 -4,6 -5,2 13,2 46,0 0,25 -0,24 0,250 0,265 0,24
160 14,2 -4,2 -5,5 13,0 47,5 0,32 -0,22 0,275 0,305 0,3
180 11,3 -2,6 -3,8 10,0 37,5 0,14 -0,175 0,175 0,1 0,1




αi×1012,Êë/Í tgϕdαi × 102
T,◦ C\αi 33 31 15 33 31 15
20 330 −160 450 0,3 0,4 0,35
40 345 −164 455 0,4 0,6 0,39
60 366 −168 460 0,48 0,75 0,405
80 390 −176 470 0,56 0,95 0,42
100 415 −188 485 0,68 1,2 0,45
120 440 −198 495 0,82 1,5 0,51
140 465 −208 510 1,0 1,85 0,585
160 495 −218 525 1,34 2,5 0,78
180 100 −78 325 2,3 4,1 1,125
Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà îò òåìïåðàòóðû âû-
ðàæåíà â âåëè÷èíàõ S˜
E
ij , d˜αi, µ˜
σ
αβ , à îñíîâíûå ñîîòíîøåíèß ãëàâû 5 çà-
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Òàáëèöà 8.3. Çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû
µσ
′
αβ/ε0 × 10−2 tg ϕµσαβ × 10
2
T,◦ C\αβ 33 11 33 11
20 21 18,5 0,35 0,5
40 22 19,5 0,55 0,65
60 25 21 0,65 0,8
80 27,5 23,5 0,75 0,95
100 31 27 0,9 1,25
120 37 30 1,1 1,5
140 42,5 36 1,3 1,85
160 56 47 1,75 2,4
180 83 59 2,9 3,75
ïèñàíû â òåðìèíàõ âåëè÷èí C˜
E
ij , e˜αi, µ˜
ε
αβ , äîëæíû èñïîëüçîâàòüñß ôîð-
ìóëû ïðåîáðàçîâàíèß (5.39).
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ìàòåðèàë ßâëßåòñß èçîòðîïíûì
îòíîñèòåëüíî òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ò.å. λzz = λrr = λ, λzr = 0.
Ïðè ýòîì λ = 1, 25 Âòì·ãðàä , cò =
λ
ρ · aò , ρ = 7520
êã
ì3 , aò = 0, 4×10−6ì
2
ñ .
2.2 Ðåàëèçóåìûå ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû êîëåáà-
íèé â óñëîâèßõ ñèëüíîãî âèáðîðàçîãðåâà
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðåàëèçóåìûõ ñòàöèîíàðíûõ òåï-
ëîâûõ ðåæèìîâ ðàáîòû ïüåçîýëåìåíòîâ íà ïðèìåðå êîëåáàíèé ïîëîãî
ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ðàäèàëüíî ïîëßðèçîâàííîãî öèëèíäðà, ìàêñèìàëü-
íàß òåìïåðàòóðà âèáðîðàçîãðåâà êîòîðîãî ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷åíèé
âïëîòü äî òî÷êè Êþðè. Âíóòðåííßß (r = r1) è âíåøíßß (r = r2) ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà ïîëíîñòüþ ïîêðûòû áåñêîíå÷íî-òîíêèìè ýëåêòðîäàìè,
ê êîòîðûì ïðèêëàäûâàåòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ∆ϕ cosωt, ω = 2pif .
Òîðöû öèëèíäðà z = ±l íå ýëåêòðîäèðîâàíû. Öèëèíäð ñâîáîäåí îò
ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïî âñåé ïîâåðõíîñòè îñóùåñòâëßåòñß êîíâåê-
òèâíûé òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåìïåðàòóðû T c è êîýôôè-
öèåíòîì òåïëîîòäà÷è α
T
. Â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü: r1 = 8 ìì, r2 =
12 ìì, l = 15 ìì, T c = 20◦ C. Ïðè òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ
öèëèíäðà, êàê îòìå÷àëîñü â ãëàâå 5, íàèáîëåå ïüåçîàêòèâíîé ßâëßåòñß
îáúåìíàß ñèíôàçíàß ìîäà êîëåáàíèé, êîãäà ðàñøèðåíèå è óäëèíåíèå
öèëèíäðà ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè
 2. Ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû êîëåáàíèé ... öèëèíäðà... 367
òåìïåðàòóðíî- è àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê (Ò×Õ è À×Õ)
â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû óêàçàííîé âûøå ñèíôàçíîé ìîäû â
çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé òåïëîîáìåíà è óðîâíß íàãðóæåíèß.
Ðèñ. 8.1.
Íà ðèñ. 8.1 ïðåäñòàâëåíà ÷àñòîòíàß çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñß ìàê-
ñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû öèëèíäðà. Âåðõíßß ÷àñòü ðèñóíêà ñîîòâåòñòâó-
åò êîýôôèöèåíòó òåïëîîòäà÷è α
T
= 50 Âòì2·ãðàä è ýëåêòðè÷åñêîìó íà-
ïðßæåíèþ ∆ϕ = 6, 3 Â, à íèæíßß  α
T
= 5 Âòì2·ãðàä. Íàïðßæåíèþ
∆ϕ = 6, 3 Â ñîîòâåòñòâóåò êðèâàß 1. Êðèâûìè 2, 3 èçîáðàæåíû ôðàã-
ìåíòû Ò×Õ, ðàññ÷èòàííûå ñîîòâåòñòâåííî ïðè ∆ϕ = 9 Â è ∆ϕ = 12 Â.
Øòðèõîâûå ëèíèè îòíîñßòñß ê ñëó÷àþ íåçàâèñßùèõ îò òåìïåðàòóðû
Ðèñ. 8.2. Ðèñ. 8.3.
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ïîñòðîåíû ïðè ∆ϕ = 6, 3 Â. Íà ðèñ. 8.2 è 8.3 äëß
òåõ æå óñëîâèé òåïëîîáìåíà ïðåäñòàâëåíû À×Õ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è
îêðóæíîãî íàïðßæåíèß (íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â ñå÷å-
íèè z = 0), ðàññ÷èòàííûå ïðè ∆ϕ = 6, 3 Â. Òî÷êè íà êðèâûõ ñîîòâåò-
ñòâóþò êðèòè÷åñêèì ÷àñòîòàì, íà÷èíàß ñ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñêà÷îê
ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ñ îäíîé âåòêè íà äðóãóþ. Íàïðàâëåíèå ñêà÷êà óêà-
çàíî ñòðåëêàìè. Îïèøåì íåëèíåéíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèß òåìïåðàòóðû
âèáðîðàçîãðåâà è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí â óñëîâèßõ áîëåå ñëà-
áîãî òåïëîîáìåíà. Ïðè âîçðàñòàíèè ÷àñòîòû íà ó÷àñòêå XII ïðîèñõîäèò
ïåðåñêîê óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà èç òî÷êè I íà íèçêîòåìïå-
ðàòóðíîé âåòâè â òî÷êó II íà âûñîêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè. Ïîä ïåðåñêî-
êîì ïîíèìàåòñß ñèòóàöèß, êîãäà ïðè f < fI ðåàëèçóåòñß íèçêîòåìïå-
ðàòóðíîå óñòàíîâèâøååñß ñîñòîßíèå, à ïðè f > fI  âûñîêîòåìïåðàòóð-
íîå. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû ðåàëèçóþòñß ñòàöèîíàðíûå
ñîñòîßíèß, ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòêó IIIII âûñîêîòåìïåðàòóðíîé âåò-
âè, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò ïåðåñêîê ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà èç òî÷êè III â
òî÷êó IV íèçêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè è ðåàëèçóåòñß ó÷àñòîê IVV. Ñòà-
öèîíàðíûå ñîñòîßíèß, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ó÷àñòêó, îòëè÷àþòñß îò
íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ñîñòîßíèé ó÷àñòêà XII çíàêîì äåéñòâèòåëüíûõ
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ñîñòàâëßþùèõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëåâûõ ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí. Ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû íà ó÷àñòêå VVI ïðîèñõîäèò
ïåðåñêîê èç òî÷êè VI â òî÷êó VII âûñîêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè. Ïðîöåññ
âûõîäà òåìïåðàòóðû íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì íà ÷àñòîòàõ fII < f < fV I
ñîïðîâîæäàåòñß äâóõêðàòíûì ïåðåõîäîì ñèñòåìû ÷åðåç âðåìåííûé ðå-
çîíàíñ, êîãäà äåéñòâèòåëüíûå ñîñòàâëßþùèå êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê äâàæäû ïåðåõîäßò ÷åðåç íóëü, à ìíèìûå  äîñòèãàþò ìàêñèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé. Íà ðèñ. 8.4 ïîêàçàíû âðåìåííûå ýâîëþöèè àìïëèòóäû
Ðèñ. 8.4.
òîêà (êðèâàß 1), ìàêñèìàëüíîé è ñðåäíåé òåìïåðàòóð (êðèâûå 2, 2
′
) íà
÷àñòîòå f = 68 êÃö. Ïðè ýòîì ñ öåëüþ ñîêðàùåíèß âðåìåíè ñ÷åòà â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîé èñïîëüçîâàëàñü óñòàíîâèâøàßñß òåìïåðàòóðà ïðè
f = 68, 1 êÃö (f > fV I).
Ïóò¼ì óìåíüøåíèß ÷àñòîòû ìîæíî äîáèòüñß ðåàëèçàöèè ñòàöèîíàð-
íûõ òåïëîâûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêó IIVIII
âûñîêîòåìïåðàòóðíîé âåòâè è âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé òåïëîâîé ðå-
æèì, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå IX. Ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû íà ó÷àñòêå
IXX ïðîèñõîäèò ñðûâ êîëåáàíèé íà íèçêîòåìïåðàòóðíóþ âåòêó XII.
Â äàëüíåéøåì íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäóò èíòåðåñîâàòü ñòàöèîíàðíûå
òåïëîâûå ðåæèìû êîëåáàíèé, ñâßçàííûå ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû íà âåò-
êå IXXII. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé âåòêè ßâëßåòñß ìåäëåííîå
èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí â äîñòàòî÷íî
øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Íåñìîòðß íà ýòî, èìåííî ñ ðåàëèçàöèåé äàí-
íîé âåòêè ñâßçàíà âîçìîæíîñòü äîñòèæåíèß òåìïåðàòóðîé âèáðîðàçî-
ãðåâà çíà÷åíèß òî÷êè Êþðè. Â ýòîì ñìûñëå óêàçàííóþ âåòêó óñëîâèìñß
íàçûâàòü â äàëüíåéøåì êðèòè÷åñêîé, à ñîîòâåòñòâóþùèå åé ñòàöèîíàð-
íûå òåïëîâûå ðåæèìû  êðèòè÷åñêèìè.
Ñ óâåëè÷åíèåì òåïëîîáìåíà (âåðõíèå ÷àñòè ðèñóíêîâ 8.1  8.3) íå
òîëüêî êîëè÷åñòâåííàß, íî è êà÷åñòâåííàß êàðòèíà íåëèíåéíîãî ïîâå-
äåíèß ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ñóùåñòâåííî èçìåíßåòñß. Ïðåæäå âñåãî îò-
ìåòèì íåðåàëèçóåìîñòü âåòêè êðèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Ïðè óìåíüøåíèè
÷àñòîòû íà ó÷àñòêå VVIVIIVIII êîëåáàíèß îñóùåñòâëßþòñß òîëüêî â
íèçêîòåìïåðàòóðíûõ óñëîâèßõ.
Î âëèßíèè óðîâíß íàãðóæåíèß íà ðåàëèçàöèþ êðèòè÷åñêèõ ñòàöèî-
íàðíûõ ðåæèìîâ âèáðîðàçîãðåâà ìîæíî ñóäèòü ïî ïîâåäåíèþ êðèâûõ
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1, 2, 3 íà ðèñ. 8.1. Âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß
îò 6, 3 Â äî 9 Â è 12 Â ìàëî ñêàçûâàåòñß íà ðîñòå òåìïåðàòóðû ïðè óâå-
ëè÷åíèè ÷àñòîòû íà ó÷àñòêå IXXII. Ïðè ýòîì íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî
ñ óâåëè÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß âîçíèêàåò îïàñíîñòü ìåõà-
íè÷åñêîãî ðàçðóøåíèß ïüåçîýëåìåíòà ïðåæäå, ÷åì òåìïåðàòóðà âèáðî-
ðàçîãðåâà âûéäåò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Íà ðèñ. 8.5 ïîêàçàí ôðàã-
ìåíò âðåìåííîé ýâîëþöèè àìïëèòóä îêðóæíîãî σϕ (êðèâàß 1) è îñåâîãî
σz (êðèâàß 2) íàïðßæåíèé ñîîòâåòñòâåííî íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïî-
âåðõíîñòßõ öèëèíäðà â ñå÷åíèè z = 0 ïðè âûõîäå òåìïåðàòóðû íà êðè-
òè÷åñêèé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå B íà ðèñ. 8.1
(ïåðåñêîê èç òî÷êè A â òî÷êó B). Ïðè óñòàíîâèâøåéñß òåìïåðàòóðå óêà-
Ðèñ. 8.5.
çàííûå íàïðßæåíèß ïðèíèìàþò çíà÷åíèß σϕ ≈ 13 ìÏà, σz ≈ 12 ìÏà.
Âèäíî, ÷òî ýòè çíà÷åíèß áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ìåíüøå òåõ ïèêîâûõ
çíà÷åíèé íàïðßæåíèé, êîòîðûå äîñòèãàþòñß ïðè ïðîõîæäåíèè ñèñòå-
ìîé ÷åðåç âðåìåííûé ðåçîíàíñ ïðåæäå, ÷åì òåìïåðàòóðà óñòàíîâèòñß.
Ñêàçàííîå â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèòñß êî âñåì ïåðåõîäàì êîëåáàíèé ñ
îäíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà íà äðóãîé, õàðàêòåðèçóåìûé áîëåå âû-
ñîêîé òåìïåðàòóðîé.
Äàäèì îöåíêó âëèßíèß òåìïåðàòóðû íà êîýôôèöèåíò ýëåêòðîìåõà-
íè÷åñêîé ñâßçè (ÊÝÌÑ) è êîýôôèöèåíò çàòóõàíèß ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé (ÊÇÝÌÊ). Äëß ÊÝÌÑ ký õàðàêòåðíî ñëàáîå èçìåíåíèå
ñ ÷àñòîòîé â ïðåäåëàõ îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðíîé âåòêè Ò×Õ. Ñ òî÷-
íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ êàæäóþ âåòêó ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñâîèì
çíà÷åíèåì âåëè÷èíû ÊÝÌÑ (ðèñ. 8.1). Ñ ïåðåõîäîì íà áîëåå âûñîêèé
òåìïåðàòóðíûé ðåæèì êîëåáàíèé ÊÝÌÑ óìåíüøàåòñß. Íà óâåëè÷åíèå
ïðèêëàäûâàåìîãî ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß âåëè÷èíà ký ïðàêòè÷å-
ñêè íå ðåàãèðóåò. Òîëüêî ñ óìåíüøåíèåì ÷àñòîòû íà ó÷àñòêå IXXII
ÊÝÌÑ íà÷èíàåò ïðîßâëßòü çàìåòíóþ òåíäåíöèþ ê óìåíüøåíèþ â ðàì-
êàõ îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðíîé âåòêè.
Ðèñ. 8.6.
Â áo´ëüøåé ñòåïåíè íåëèíåéíîñòü, ïîðîæäàåìàß òåìïåðàòóðíîé çà-
âèñèìîñòüþ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ïðîßâëßåòñß â ïîâåäåíèè ÊÇÝÌÊ ψ
V
,
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÷àñòîòíàß õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî äëß ñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ ðåæè-
ìîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 8.6. Âèäíî, ÷òî ñ âûõîäîì òåìïåðàòóðû íà
âåòêó êðèòè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ âåëè÷èíà ψ
V
óâåëè÷èâàåòñß
ïðàêòè÷åñêè â äâà ðàçà.
2.3. Ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû êîëåáàíèé, õàðàêòå-
ðèçóþùèåñß âîçíèêíîâåíèåì è ðàçâèòèåì äåïîëßðèçîâàííîé
çîíû
Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå äåïîëßðèçàöèè
èç-çà âèáðîðàçîãðåâà ïüåçîýëåìåíòà âîçìîæíî òîëüêî ïîñëå âûõîäà òåì-
ïåðàòóðû íà âåòêó êðèòè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ IXXII ðèñ. 8.1.
Ïðîäîëæåíèåì ýòîé âåòêè íà îáëàñòü áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò ßâëßåòñß
êðèâàß 2 íà ðèñ. 8.7 (ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé 2 íà ðèñ. 8.1). Çäåñü æå
ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè óñòàíîâèâøåéñß ñðåäíåé òåì-
ïåðàòóðû ïî îáú¼ìó öèëèíäðà (êðèâàß 2
′
), ÊÝÌÑ ký è ÊÇÝÌÊ ψV .
Ïðèìåðíî íà ÷àñòîòå 69, 3 êÃö ìàêñèìàëüíàß òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò
çíà÷åíèß òî÷êè Êþðè TÊþðè = 180◦ C è êîëåáàíèß íà âñåõ ïîñëåäóþ-
ùèõ ÷àñòîòàõ õàðàêòåðèçóþòñß íàëè÷èåì â öèëèíäðå äåïîëßðèçîâàí-
íîé çîíû. Ïåðåõîä íà êàæäóþ ïîñëåäóþùóþ ÷àñòîòó ñâßçàí ñ î÷åðåä-
Ðèñ. 8.7. Ðèñ. 8.8.
íûì ðàñøèðåíèåì ýòîé çîíû. Ðàçìåðû äåïîëßðèçîâàííîé çîíû ïîëî-
âèíû ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß öèëèíäðà, ñîîòâåòñòâóþùèå óñòàíîâèâ-
øèìñß òåïëîâûì ðåæèìàì êîëåáàíèé íà íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî íà ðèñ. 8.7 äèàïàçîíà ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.8. Ñ óâåëè÷å-
íèåì ðàçìåðîâ çîíû äåïîëßðèçàöèè ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ÊÝÌÑ ký
è ÊÇÝÌÊ ψ
V
(ñì. ðèñ. 8.7). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ íà÷àëîì äåïî-
ëßðèçàöèè ìàêñèìàëüíàß óñòàíîâèâøàßñß òåìïåðàòóðà âèáðîðàçîãðåâà
(îáëàñòü ìàêñèìàëüíîãî ðàçîãðåâà äî äåïîëßðèçàöèè, ñ å¼ íà÷àëîì è
ðàçâèòèåì îñòà¼òñß ïðåæíåé è íàõîäèòñß â öåíòðàëüíîé ÷àñòè öèëèí-
äðà âáëèçè åãî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè) íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèß òî÷êè
Êþðè. Ñðåäíßß óñòàíîâèâøàßñß òåìïåðàòóðà öèëèíäðà ñ óâåëè÷åíèåì
÷àñòîòû ïîñòåïåííî íàðàñòàåò äî ýòîãî çíà÷åíèß, ÷òî ñâßçàíî ñ âûðàâ-
íèâàíèåì òåìïåðàòóðû ïî îáú¼ìó öèëèíäðà.
Â ïðîöåññå ïðîäîëæåíèß ðåøåíèß ïî ïàðàìåòðó ÷àñòîòû âðåìåííûå
ýâîëþöèè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí è òåìïåðàòóðû âïëîòü äî ÷à-
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ñòîòû 71, 15 êÃö âêëþ÷èòåëüíî âåäóò ñåáß ïðèìåðíî îäèíàêîâî. Â íà-
÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè íàáëþäàþòñß ïðèçíàêè ðåçîíàíñíîãî ïîâåäå-
íèß êîëåáàíèé, âûçâàííîãî óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû è ïðèâîäßùåãî ê áûñò-
ðîìó ïîâûøåíèþ òåìïåðàòóðû âèáðîðàçîãðåâà. Ìàêñèìàëüíàß òåìïå-
ðàòóðà â òå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè ìîæåò ïðåâûøàòü òî÷êó Êþðè.
Óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ äåïîëßðèçîâàííîé
çîíû, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ßâëßåòñß ïðè÷èíîé ïîíèæåíèß àìïëèòóä êî-
ëåáàíèé. Òåïëîâûäåëåíèå óìåíüøàåòñß è íà÷èíàåòñß äîâîëüíî äëèòåëü-
íûé âî âðåìåíè ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû ïî îáú¼ìó
öèëèíäðà, ñîïðîâîæäàþùèéñß íåçíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ
äåïîëßðèçîâàííîé çîíû è ïîíèæåíèåì ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû äî
òî÷êè Êþðè èëè íèæå. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìß òåìïåðàòóðà âûõîäèò íà




Èíà÷å âåäóò ñåáß âðåìåííûå ýâîëþöèè âåëè÷èí íà ÷àñòîòàõ âûøå
71, 15 êÃö. Íà ðèñ. 8.9 ïîêàçàíû êðèâûå èçìåíåíèß âî âðåìåíè àìïëèòó-
äû òîêà (êðèâàß 1) è ÊÝÌÑ (êðèâàß 2) íà ÷àñòîòå 71, 2 êÃö. Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñß óñòàíîâèâøàßñß òåìïåðàòóðà äëß
÷àñòîòû 71, 15 êÃö. Åñëè ÊÝÌÑ, êàê è ðàíüøå, ìîíîòîííî óáûâàåò, òî
â ïîâåäåíèè àìïëèòóäû òîêà èìååòñß ñóùåñòâåííîå êà÷åñòâåííîå îòëè-
÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ýâîëþöèé íà ÷àñòîòàõ íèæå 71, 15 êÃö, ïðî-
ßâëßþùååñß â îñöèëëèðóþùåì õàðàêòåðå ýòîé àìïëèòóäû (ðàâíî, êàê
è àìïëèòóä äðóãèõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí) â òå÷åíèè íåêîòî-
ðîãî âðåìåíè, ïðåæäå ÷åì îíà ïîâòîðíî íà÷èíàåò ìîíîòîííî óáûâàòü.
Êîëåáàíèß ïüåçîýëåìåíòà íà ïðîòßæåíèè âðåìåíè îñöèëëèðîâàíèß àì-
ïëèòóäû òîêà ñîïðîâîæäàþòñß èíòåíñèâíûì ðàñøèðåíèåì çîíû äåïî-
ëßðèçàöèè, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê ñðûâó êîëåáàíèé ñ âåòêè
ñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ ðåæèìîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé ðèñ. 8.7. Ðàçìåðû
äåïîëßðèçîâàííîé çîíû ïîëîâèíû ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß öèëèíäðà
íà ìîìåíò âðåìåíè t = 26 ñåê ïîêàçàíû â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 8.9. Â õîäå
äàëüíåéøåãî áûñòðîãî óáûâàíèß àìïëèòóäû òîêà ýòè ðàçìåðû íå èçìå-
íßþòñß. Èç-çà ðåçêîãî ïîíèæåíèß àìïëèòóä ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ òåïëîâûäåëåíèå ïðàêòè÷åñêè ïðåêðàùàåòñß è ïîâåäåíèå òåì-
ïåðàòóðû ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß óñëîâèßìè òåïëîîáìåíà. Ïðè ïðèíß-
òîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà÷è (ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîé êîí-
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âåêöèè âîçäóõà) ñïàä òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò äîâîëüíî ìåäëåííî. Â
òå÷åíèè, ïðèìåðíî, 120 ìèí. òåìïåðàòóðà öèëèíäðà ïîíèæàåòñß âïëîòü
äî òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû.
 3. Äåïîëßðèçàöèß ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïîëûõ öèëèíäðà è
øàðà ñ îòâåðñòèåì â ðåæèìå ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ñ àâ-
òîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû
Ñèëüíàß çàâèñèìîñòü ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà
îò òåìïåðàòóðû è åãî ñëàáàß òåïëîïðîâîäíîñòü, çàòðóäíßþùàß òåïëîîò-
âîä, ïðèâîäßò ê òîìó, ÷òî ýôôåêòèâíîå âîçáóæäåíèå ðåçîíàíñíûõ êîëå-
áàíèé ïüåçîýëåìåíòîâ â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè âîçìîæíî òîëü-
êî ïðè àâòîïîäñòðîéêå ÷àñòîòû íàãðóæåíèß. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåçî-
íàíñíàß ÷àñòîòà èç-çà âèáðîðàçîãðåâà óõîäèò îò ñâîåãî íîìèíàëüíî-
ãî çíà÷åíèß è äëß ïîääåðæàíèß àìïëèòóä âûõîäíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê ïüåçîýëåìåíòà íà íåèçìåííîì óðîâíå íåîáõîäèì äîïîë-
íèòåëüíûé ïîäâîä ìîùíîñòè. Ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ
[64, 79, 151] êàê ïî îòíîøåíèþ ê îòäåëüíî âçßòîìó ïüåçîýëåìåíòó, òàê è
öåëûì ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì. Íåêîòîðûå èç íèõ ðàññìîòðåíû
â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äàííîé êíèãè.
Íèæå ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèß ïüåçîýëåìåíòà ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷à-
ñòîòû èññëåäóþòñß â óñëîâèßõ, ïðè êîòîðûõ òåìïåðàòóðà äèññèïàòèâ-
íîãî ðàçîãðåâà äîñòèãàåò çíà÷åíèé òî÷êè Êþðè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íåêî-
òîðàß ÷àñòü ïüåçîýëåìåíòà äåïîëßðèçóåòñß. Èññëåäîâàíèß ïðîâåäåíû íà
ïðèìåðå êîëåáàíèé ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïîëßðèçîâàííûõ ïî ðàäèóñó ïî-
ëûõ öèëèíäðà è øàðà ñ îòâåðñòèåì, âîçáóæäàåìûõ ãåíåðàòîðîì ýëåê-
òðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß.
3.1. Ïîëûé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé öèëèíäð
Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëß öèëèíäðà òåõ æå ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ è ñ òåì æå ðàñïîëîæåíèåì ýëåêòðîäîâ, ÷òî è â




T = T c = 20◦ C. Â
êà÷åñòâå íîìèíàëüíîé âûáèðàëàñü ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà îïèñàííîé ðà-
íåå ñèíôàçíîé ìîäû êîëåáàíèé öèëèíäðà (frí = 67, 733 êÃö).
Íà ðèñ. 8.10 ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèß âî âðåìåíè ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòû (êðèâàß 1) öèëèíäðà, ìàêñèìàëüíîé (êðèâàß 2) è ñðåäíåé ïî
îáú¼ìó (êðèâàß 2′) òåìïåðàòóðû âèáðîðàçîãðåâà. Øòðèõîâûå ëèíèè õà-
ðàêòåðèçóþò âðåìåííûå ýâîëþöèè ÊÝÌÑ (êðèâàß 1) è ÊÇÝÌÊ (êðè-
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âàß 2). Øòðèõîâàß âåðòèêàëüíàß ëèíèß îòâå÷àåò ìîìåíòó íà÷àëà äå-
ïîëßðèçàöèè (860 ñåê) è ðàçäåëßåò ðèñóíîê íà äâå ÷àñòè. Ëåâàß ÷àñòü
ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèßì öèëèíäðà áåç äåïîëßðèçàöèè, ïðàâàß  êî-
ëåáàíèßì â óñëîâèßõ ïîßâëåíèß è ðàñøèðåíèß âî âðåìåíè äåïîëßðè-
çîâàííîé çîíû. Äî ìîìåíòà íà÷àëà äåïîëßðèçàöèè è íà ïðîòßæåíèè 7
ñåêóíä ïîñëå å¼ ïðîßâëåíèß ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè ýëåêòðè÷åñêîì
íàïðßæåíèè ∆ϕ = 6, 3 B. Ðàçìåðû âîçíèêøåé â òå÷åíèè ýòîãî âðåìå-
íè äåïîëßðèçîâàííîé çîíû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè öèëèíäðà âáëèçè åãî
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îêàçàëèñü î÷åíü íåçíà÷èòåëüíûìè. Âìåñòå ñ
Ðèñ. 8.10.
òåì èç-çà ñóùåñòâåííîãî ðàçîãðåâà öèëèíäðà è óñèëèâàþùåéñß â ñâßçè
ñ ýòèì ðîëè òåïëîîáìåíà ðîñò òåìïåðàòóðû (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðåçî-
íàíñíîé ÷àñòîòû) ïðè ïîòðåáëßåìîé öèëèíäðîì àêòèâíîé ìîùíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé íàïðßæåíèþ 6, 3 Â, ñèëüíî çàìåäëßåòñß. Ïîýòîìó äëß
óñêîðåíèß ïðîöåññîâ äåïîëßðèçàöèè íà 8, 11 è 27 ñåêóíäàõ ïîñëå ïåðâî-
ãî èõ ïðîßâëåíèß íàïðßæåíèå óâåëè÷èâàëîñü ñîîòâåòñòâåííî äî 7; 8 è
8, 3 Â, ÷òî ïðèâåëî ê áûñòðîìó è ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ äåïîëß-
ðèçîâàííîé çîíû. Ðàçìåðû ýòîé çîíû äëß ïîëîâèíû ìåðèäèîíàëüíîãî
ñå÷åíèß öèëèíäðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.14  4. Ôðàãìåíò ýòîãî ðèñóíêà ñ
ìèíèìàëüíûìè ðàçìåðàìè äåïîëßðèçîâàííîé çîíû ñîîòâåòñòâóåò óâå-
ëè÷åíèþ íàïðßæåíèß äî 7 Â, òðè ïîñëåäóþùèõ ôðàãìåíòà  äî 8 Â,
ïîñëåäíèé ôðàãìåíò  äî 8, 3 Â.
Ðèñ. 8.11.
Îïèñàííûé âûøå õàðàêòåð íàãðóæåíèß ïüåçîýëåìåíòà ïîêàçàí íà
ðèñ. 8.11. Çäåñü æå ïðåäñòàâëåíû êðèâûå èçìåíåíèß âî âðåìåíè àìïëè-
òóä îêðóæíîãî (êðèâàß 1) è îñåâîãî (êðèâàß 2) íàïðßæåíèé ñîîòâåò-
ñòâåííî íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòßõ öèëèíäðà â öåíòðàëü-
íîé åãî ÷àñòè; ðàññåèâàåìîé â ïüåçîýëåìåíòå àêòèâíîé ìîùíîñòè Pa
(ìîùíîñòè ïîòåðü); àìïëèòóäû òîêà I; àìïëèòóä ðàäèàëüíîãî (êðèâàß
1) è îñåâîãî (êðèâàß 2) ñìåùåíèé òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî íà âíóòðåííåé
ïîâåðõíîñòè â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè è íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè â òîðöå
öèëèíäðà.
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Àíàëèç êðèâûõ íà ðèñ. 8.10 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçâèòèå äåïîëßðèçàöè-
îííûõ ïðîöåññîâ ñîïðîâîæäàåòñß áûñòðûì óìåíüøåíèåì ÊÝÌÑ è ñäâè-
ãîì ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû â îáëàñòü âûñøèõ ÷àñòîò. Âûçâàííîå ðàçî-
ãðåâîì öèëèíäðà ñóùåñòâåííîå ïåðâîíà÷àëüíîå ïîâûøåíèå ÊÇÝÌÊ ñ
íà÷àëîì äåïîëßðèçàöèè ñìåíßåòñß áûñòðûì óìåíüøåíèåì ýòîé õàðàê-
òåðèñòèêè êîëåáàíèé íåñìîòðß íà òî, ÷òî òåìïåðàòóðà ïðîäîëæàåò íà-
ðîñòàòü. Õîä êðèâîé 1 íà ðèñ. 8.10, îòðàæàþùèé ðåàêöèþ ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòû íà ìîíîòîííûé ðîñò òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà
öèëèíäðà, îáúßñíßåò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè â ïîâåäåíèè òåìïåðàòóðíî-
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè íà ðèñ. 8.1, îòìå÷åííûå â ï. 2.2  2. Íåçíà-
÷èòåëüíîå ïîâûøåíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ñ òåìïåðàòóðîé â íà÷àëå
âèáðîðàçîãðåâà (â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè íà ðèñ. 8.10) ïåðåä å¼
ïîñëåäóþùèì ïîíèæåíèåì ïðèâîäèò ê ñëîæíîìó õàðàêòåðó íåëèíåéíî-
ñòè Ò×Õ â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà 8.1. Ñ ïîâòîðíûì ïîâûøåíèåì ðåçî-
íàíñíîé ÷àñòîòû íà ðèñ. 8.10 âïëîòü äî íà÷àëà äåïîëßðèçàöèè ñâßçà-
íà ðåàëèçàöèß âåòêè êðèòè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ IX  XII íà
ðèñ. 8.1.
Íà ïîâåäåíèè âåëè÷èí èç ðèñ. 8.11 ñêàçûâàåòñß êàê õàðàêòåð íàãðó-
æåíèß ïüåçîýëåìåíòà, ïðîßâëßþùèéñß â ñêà÷êîîáðàçíîì ðîñòå ýòèõ âå-
ëè÷èí, òàê è äåïîëßðèçàöèß ìàòåðèàëà, ÷òî âèäíî, íàïðèìåð, ïî ðîñòó
ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé â ïðåäåëàõ îäíîé è òîé æå ïðèêëàäûâàå-
ìîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ∆ϕ, íàïðèìåð, ∆ϕ = 8 B. Òàêîå ïîâåäåíèå
ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ñèòóàöèè, êîãäà
÷àñòè÷íàß äåïîëßðèçàöèß ìàòåðèàëà â ïðîöåññå ðåçîíàíñíûõ êîëåáà-
íèé ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû áóäåò ïðåäøåñòâîâàòü ìåõàíè÷åñêîìó
ðàçðóøåíèþ ïüåçîýëåìåíòà, èëè äàæå âûñòóïàòü ïðè÷èíîé ýòîãî ðàç-
ðóøåíèß.
3.2. Ïîëûé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé øàð ñ îòâåðñòèåì
Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèé îñåñèììåòðè÷íûõ ðåçîíàíñíûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé è
äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ïîëîãî íåçàìêíóòîãî øà-
ðà, ïîëîâèíà ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèß êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8.15
èç  4. Âíóòðåííßß (r = r1) è âíåøíßß (r = r2) ïîâåðõíîñòè øàðà ïîëíî-
ñòüþ ïîêðûòû ýëåêòðîäàìè, ê êîòîðûì ïðèêëàäûâàåòñß ýëåêòðè÷åñêîå
íàïðßæåíèå∆ϕ cosωt ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû ω. Ïîâåðõíîñòü îòâåð-
ñòèß íåýëåêòðîäèðîâàíà. Ïðåäâàðèòåëüíàß ïîëßðèçàöèß ïðèíßòà ÷èñòî
ðàäèàëüíîé. Ïîâåðõíîñòü øàðà ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Íà
âíóòðåííåé è âíåøíåé ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòßõ è íà ïîâåðõíîñòè îò-
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ñîîòâåòñòâåííî) ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåì-
ïåðàòóðû T c.Íà÷àëüíàß òåìïåðàòóðà øàðà
◦
T . Â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü:
r1 = 20 ìì, r2 = 25 ìì, αT2 = αT3 = 25
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Â ãëàâå 5 ïîêàçàíî, ÷òî êà÷åñòâåííàß êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèß òåìïå-
ðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà øàðà ïðè êîëåáàíèßõ íà ïüåçîàêòèâ-
íûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû îòâåðñòèß
øàðà. Åñëè ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ îòâåðñòèß ìàêñèìóì òåìïåðàòóðû
ðàçîãðåâà íàáëþäàåòñß â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß øàðà, òî ñ óâåëè÷åíèåì
îòâåðñòèß ýòîò ìàêñèìóì ñäâèãàåòñß â ïîëþñ øàðà. Â ñâßçè ñ ýòèì íè-
æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëß äâóõ âåëè÷èí îòâåðñòèß øàðà, à
èìåííî, äëß âåëè÷èíû Θ = 30◦ (ðèñ. 8.15 èç  4), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìóì òåìïåðàòóðû âèáðîðàçîãðåâà â ïîëþñå øàðà è äëß Θ = 15◦
(ðèñ. 8.17 èç  4) ñ ìàêñèìóìîì òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß.
Ïðè Θ = 30◦ â êà÷åñòâå íîìèíàëüíîé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèß âûáèðàëàñü
ïßòàß ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà frí = 44, 353êÃö, à ïðè Θ = 15◦  ÷åòâåðòàß
ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà frí = 39, 898 êÃö. Êîëåáàíèß íà ýòèõ ðåçîíàíñíûõ
÷àñòîòàõ õàðàêòåðèçóþòñß ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèßìè ÊÝÌÑ.
Íà ðèñ. 8.12 è 8.13 ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèß âî âðåìåíè ðåçî-
íàíñíîé ÷àñòîòû (êðèâàß 1) øàðà, ìàêñèìàëüíîé (êðèâàß 2) è ñðåä-
íåé (êðèâàß 2′) òåìïåðàòóðû ðàçîãðåâà, ÊÝÌÑ (øòðèõîâàß êðèâàß 1) è
ÊÇÝÌÊ (øòðèõîâàß êðèâàß 2) ñîîòâåòñòâåííî ïðè Θ = 30◦ è Θ = 15◦.
Âåðòèêàëüíàß øòðèõîâàß ïðßìàß, êàê è â ñëó÷àå êîëåáàíèé öèëèíäðà,
Ðèñ. 8.12.
ðàçäåëßåò ðèñóíêè íà äâå ÷àñòè. Ëåâàß ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèßì
øàðà áåç äåïîëßðèçàöèè, à ïðàâàß  êîëåáàíèßì â óñëîâèßõ äåïîëßðèçà-
öèè. Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ñëó÷àå öèëèíäðà, óñêîðåíèå ïðî-
öåññîâ äåïîëßðèçàöèè äîñòèãàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ïðè-
êëàäûâàåìîãî ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðßæåíèß. Õàðàêòåð íàãðóæåíèß ïî-
êàçàí â âåðõíèõ ÷àñòßõ ðèñóíêîâ 8.12 è 8.13. Ôðàãìåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî ðàçâèòèß âî âðåìåíè äåïîëßðèçîâàííîé çîíû øàðà èçîáðàæåíû íà
ðèñóíêàõ 8.15 è 8.16 èç  4.
Ñðàâíåíèå êðèâûõ íà ðèñ. 8.10 è 8.12 ïîêàçûâàåò, ÷òî èçìåíåíèß âî
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Òàáëèöà 8.4. Àìïëèòóäû ìàêñèìàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé â
ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè
t,ìèí 0 8,5 13 15,5 16 17 19,5 24 29,5
∆ϕ,Â 6,3 6,3 7 7 8 8 8 8 8
σ,ìÏà 20,7 20,5 21,8 19,5 22,3 21,6 21,1 23,7 24,7
âðåìåíè òåìïåðàòóðû, ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû è ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ký è ψV äëß öèëèíäðà è øàðà ñ îòâåðñòèåì ïðè Θ = 30◦ êà-
÷åñòâåííî àíàëîãè÷íû. Ïåðâîíà÷àëüíîå íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå âî
âðåìåíè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû âèáðîðàçî-
ãðåâà ñìåíßåòñß å¼ ïîíèæåíèåì. Êîãäà òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò íåêîòî-
ðîé âåëè÷èíû, íà÷èíàåòñß ïîâòîðíîå, äîâîëüíî áûñòðîå, óâåëè÷åíèå ðå-
çîíàíñíîé ÷àñòîòû. Ñ íà÷àëîì äåïîëßðèçàöèè ðîñò ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-
òû óñèëèâàåòñß, ÊÝÌÑ ký è ÊÇÝÌÊ ψV íà÷èíàþò áûñòðî óìåíüøàòü-
ñß. Ðîñò ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû (â ïîëþñå øàðà, âáëèçè åãî âíóò-
ðåííåé ïîâåðõíîñòè) ñ íà÷àëîì äåïîëßðèçàöèè ñèëüíî çàìåäëßåòñß è
ñëàáî ðåàãèðóåò íà óâåëè÷åíèå ïðèêëàäûâàåìîãî íàïðßæåíèß. Ïðîäîë-
æàþùèéñß ðîñò ñðåäíåé òåìïåðàòóðû ñâèäåòåëüñòâóåò î âûðàâíèâàíèè
ïîñëåäíåé ïî îáúåìó øàðà.
Ðèñ. 8.13.
Íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå øàðà ïðè Θ = 30◦ â òå÷åíèè âñåãî ïðîöåññà
êîëåáàíèé îïðåäåëßåòñß îêðóæíûì è òàíãåíöèàëüíûì íàïðßæåíèßìè,
àìïëèòóäû êîòîðûõ äîñòèãàþò ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé â ïîëþñå
øàðà íà åãî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè. Âåëè÷èíû óêàçàííûõ ìàêñèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé àìïëèòóä íàïðßæåíèé (â ïîëþñå øàðà àìïëèòóäû îêðóæ-
íîãî è òàíãåíöèàëüíîãî íàïðßæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòûðåõ çíàêîâ ñîâ-
ïàäàþò) äëß íåêîòîðûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè èç èíòåðâàëà íà ðèñóíêå 8.12
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 8.4. Âèäíî, ÷òî èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò
áåç çàìåòíîãî ìåõàíè÷åñêîãî ïåðåíàïðßæåíèß øàðà.
Äèàïàçîíû îòêëîíåíèß ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû, ÊÇÝÌÊ è ÊÝÌÑ îò
ñâîèõ íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé íà ðèñ. 8.12 ìåíåå çíà÷èòåëüíû, ÷åì íà
ðèñóíêå 8.10. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî öèëèíäð íàõîäèòñß â áîëåå ðàçî-
ãðåòîì ñîñòîßíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ øàðîì, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò êðèâûå
2 è 2′ íà óêàçàííûõ ðèñóíêàõ.
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Ñ óìåíüøåíèåì îòâåðñòèß øàðà äî âåëè÷èíû Θ = 15◦ çîíà ïîâûøåí-
íîãî äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà çàìåòíî ëîêàëèçóåòñß â òå÷åíèè âñåãî
ïðîöåññà êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß, ÷òî ñóùåñòâåííî (ïðàêòè-
÷åñêè íà ïîðßäîê) îãðàíè÷èâàåò óõîä ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû fr îò ñâîåãî
íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèß (ðèñ. 8.13) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷à-
åì (ðèñ. 8.12). Ñ íà÷àëîì äåïîëßðèçàöèè âî âðåìåííûõ ýâîëþöèßõ fr íà
ðèñóíêàõ 8.12 è 8.13 íàáëþäàåòñß ñóùåñòâåííîå êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå,
ïðîßâëßþùååñß â ýêñòðåìàëüíîì ïîâåäåíèè êðèâîé 1 íà ðèñóíêå 8.13 ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìîíîòîííûì ðîñòîì êðèâîé 1 íà ðèñóíêå 8.12. Óêàçàííàß
îñîáåííîñòü ïîâåäåíèß ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû íà ðèñóíêå 8.13 ïðåäñêà-
çûâàåò íàëè÷èå â Ò×Õ è À×Õ øàðà ñ âåëè÷èíîé îòâåðñòèß Θ = 15◦
(â îòëè÷èè îò Θ = 30◦) äîïîëíèòåëüíûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñóíêîì 8.7
âåòîê ñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé.
Òàáëèöà 8.5. Àìïëèòóäû ìàêñèìàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðßæåíèé â
ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè
t,ìèí 0 2,5 4,5 10 20 23 23,5 24 27
∆ϕ,Â 6 6 6 6 6 6 7 7 8
σ,ìÏà 41,0 42,3 41,8 38,3 36,9 37,2 43,5 42,9 44,9
Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèß øàðà ïðè Θ = 15◦ õàðàêòåðèçóþòñß çîíîé
âûñîêîé ìåõàíè÷åñêîé íàïðßæåííîñòè â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß, îïðåäå-
ëßåìîé îêðóæíûì íàïðßæåíèåì. Â òàáëèöå 8.5 ïðèâåäåíû ìàêñèìàëü-
íûå çíà÷åíèß àìïëèòóä ýòîãî íàïðßæåíèß â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè ïðîöåññà äî è ïîñëå äåïîëßðèçàöèè. Àìïëèòóäû îêðóæíîãî íà-
ïðßæåíèß â ïîëþñå øàðà, ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåíàì òàáëèöû 8.5, íå
ïðåâûøàþò 9ìÏà. Äàííûå òàáëèöû ñâèäåòåëüñòâóþò îá îïàñíîñòè ìå-
õàíè÷åñêîãî ïîâðåæäåíèß øàðà â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèß ïðåæäå, ÷åì â
í¼ì ìîãóò ïðîßâèòüñß äåïîëßðèçàöèîííûå ïðîöåññû.
Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèß àì-
ïëèòóä ýëåêòðè÷åñêîé íàïðßæåííîñòè ñóùåñòâåííî íèæå çíà÷åíèé, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ ýëåêòðè÷åñêóþ ïðî÷íîñòü ïüåçîêåðàìèêè, ðàâíî êàê è
òåõ çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñß äåïîëßðèçàöèß íå òåìïåðàòóð-
íîé ïðèðîäû [136, 173].
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùåå. Âñå ðàñ÷¼òû â ðàññìàòðèâàåìîé
ãëàâå ïðîâîäèëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëß ìåõàíè÷åñêèõ è äèýëåê-
òðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðè òåìïåðàòóðàõ, ïðåâûøàþùèõ 180◦C,
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ìîæíî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èñïîëüçîâàòü òå æå çíà÷åíèß, ÷òî è ïðè
180◦C. Èç-çà àíîìàëüíîãî ïîâåäåíèß óêàçàííûõ ñâîéñòâ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè Êþðè (TÊþðè = 180◦C) è, ïðåæäå âñåãî, àíîìàëüíîãî ðîñòà ìå-
õàíè÷åñêîé æåñòêîñòè è äîáðîòíîñòè ìàòåðèàëà, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
ìîæåò ïðèâåñòè òîëüêî ê çàâûøåíèþ ìîùíîñòè äèññèïàöèè è òåìïå-
ðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà â äåïîëßðèçîâàííûõ çîíàõ. Îäíà-
êî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷¼òû ñâèäåòåëüñòâóþò î íåçíà÷èòåëüíîì íà
ïðîòßæåíèè âñåãî ïðîöåññà êîëåáàíèé îòêëîíåíèè òåìïåðàòóðû äèññè-
ïàòèâíîãî ðàçîãðåâà â äåïîëßðèçîâàííûõ çîíàõ îò 180◦C. Íà îñíîâå
àíàëèçà ïîëó÷åííûõ â ãëàâå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëàãàåòñß ðàñ-
ñìàòðèâàòü òî÷êó Êþðè êàê ïîðîãîâóþ òî÷êó äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà
ïüåçîêåðàìèêè âñëåäñòâèå ìåõàíè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü (âî-
ïðîñû, ñâßçàííûå ñ ðàçîãðåâîì âñëåäñòâèå òåìïåðàòóðíîãî ðîñòà ÷èñòî
îììè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè íàìè íå ðàññìàòðèâàëèñü). Ýòî çíà÷èòåëü-
íî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷ î êîëåáàíèßõ è äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå
âßçêîóïðóãèõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì òåïëîâîé äåïîëßðèçàöèè
ìàòåðèàëà.
 4. Âëèßíèå ÷àñòè÷íîé äåïîëßðèçàöèè íà ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ïüåçîýëåìåíòîâ
Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèß ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèß ÷àñòè÷íàß äåïîëßðèçàöèß
ïüåçîýëåìåíòà èç-çà äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà â ðåæèìå ðåçîíàíñíûõ
êîëåáàíèé ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè òàêèõ óðîâ-
íßõ íàãðóæåíèß, êîãäà ìåõàíè÷åñêîå èëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîâðåæäåíèå
ïüåçîýëåìåíòà èñêëþ÷àåòñß. Êîíå÷íî, ïüåçîýëåìåíò â ýòîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ïîâòîðíî ïîëßðèçîâàòü, íî íà ïðàêòèêå ýòî íå âñåãäà îñóùåñòâèìî.
Åñëè ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà êîëåáàíèé, ïðèâåäøåãî ê äåïîëßðèçà-
öèè, ïüåçîýëåìåíò îõëàäèòü, òî åãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà óõóä-
øàþòñß èç-çà íàëè÷èß äåïîëßðèçîâàííîé çîíû. Ïîä ïîñëåäíåé, êàê è
ðàíüøå, ïîíèìàåòñß îáëàñòü ñ ïîëíûì èñ÷åçíîâåíèåì ïüåçîýôôåêòà.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íåêîòîðîå óõóäøåíèå ïüåçîàêòèâíîñòè ïðîèñõîäèò
òàêæå èç-çà íåïîëíîñòüþ îáðàòèìîãî âîññòàíîâëåíèß ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëà â ïðîöåññå îõëàæäåíèß íà òåõ ó÷àñòêàõ,
òåìïåðàòóðà êîòîðûõ ðàíåå íå ïðåâûøàëà òî÷êè Êþðè, íî áûëà áëèç-
êà ê íåé [173]. Ïîñêîëüêó ïîëíàß êîëè÷åñòâåííàß èíôîðìàöèß îá ýòîì
ýôôåêòå íàì íå èçâåñòíà, ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â
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óêàçàííûõ ó÷àñòêàõ ïîñëå îõëàæäåíèß ïðèíèìàëèñü òàêèìè æå, êàê
è äî ðàçîãðåâà ïüåçîýëåìåíòîâ. Òîæå ñàìîå îòíîñèòñß ê ìåõàíè÷åñêèì
è äèýëåêòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì â äåïîëßðèçîâàííûõ çîíàõ (â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ñèòóàöèß ßâëßåòñß áîëåå ñëîæíîé , ïîñêîëüêó ñ ïîòåðåé ïüåçîàê-
òèâíîñòè â äåïîëßðèçîâàííûõ çîíàõ ïðîèçîéä¼ò, ïî-âèäèìîìó, èçìåíå-
íèå õàðàêòåðà àíèçîòðîïèè ìåõàíè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ).
Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëåå ïîëíî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïüåçî-
ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèçóþòñß âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòà ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêîé ñâßçè (ÊÝÌÑ) [11, 27].
Ðèñ. 8.14.
Ðèñ. 8.15.
Íà ðèñóíêàõ 8.14  8.16 ïîêàçàíî èçìåíåíèå íàèáîëåå ïüåçîàêòèâ-
íîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ÊÝÌÑ äëß öèëèíäðà
è øàðà ñ îòâåðñòèåì â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû è ðàçìåðîâ äåïîëßðèçî-
âàííûõ çîí. Ïîñëåäíèå ðåàëèçóþòñß ïðè îïèñàííûõ ðàíåå ðåçîíàíñíûõ
êîëåáàíèßõ ïüåçîýëåìåíòîâ ñ àâòîïîäñòðîéêîé ÷àñòîòû â çàâèñèìîñòè
îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòèõ êîëåáàíèé ñ ìîìåíòà íà÷àëà äåïîëßðèçà-
öèè. Äàííûå ðèñóíêîâ 8.14  8.16 ñîîòâåòñòâóþò òåìïåðàòóðå 20◦C è
õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü ñíèæåíèß ïüåçîàêòèâíîñòè ýëåìåíòîâ ñ óâåëè-
÷åíèåì ðàçìåðîâ äåïîëßðèçîâàííîé çîíû. Äëß öèëèíäðà è øàðà ñ îò-
âåðñòèåì Θ = 30◦ ïðîèñõîäèò çàìåòíîå óâåëè÷åíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-
òû (îòìåòèì, ÷òî ïîä ïîñëåäíåé ïîíèìàåòñß ðåçîíàíñíàß ÷àñòîòà ïðè
êîðîòêîçàìêíóòûõ ýëåêòðîäàõ). ×òî êàñàåòñß äðóãèõ, ìåíåå ïüåçîàê-
òèâíûõ, ÷àñòîò ñïåêòðîâ ýòèõ ýëåìåíòîâ, òî èõ èçìåíåíèå ñ ðîñòîì äå-
ïîëßðèçîâàííîé çîíû íå òàê çíà÷èòåëüíî è óñèëèâàåòñß ïðè âîçðàñòà-
íèè ïüåçîàêòèâíîñòè ýòèõ ÷àñòîò. Íå ìîíîòîííûé õàðàêòåð èçìåíåíèß
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû äëß øàðà ïðè Θ = 15◦ ñâßçàí ñ ïåðåðàñïðåäåëå-
íèåì ñòåïåíè âëèßíèß íà ýòó ÷àñòîòó æåñòêîñòíûõ è êèíåìàòè÷åñêèõ
ôàêòîðîâ, îáóñëîâëåííûì ìåñòîïîëîæåíèåì äåïîëßðèçîâàííîé çîíû è
îñîáåííîñòßìè å¼ ôîðìû (ýòî, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñß è ê õàðàêòåðó
ïîâåäåíèß êðèâîé 1 íà ðèñ. 8.13 ïîñëå íà÷àëà äåïîëßðèçàöèè).
Âëèßíèå äåïîëßðèçîâàííîé çîíû íà ôîðìû êîëåáàíèé ïüåçîýëåìåí-
òîâ ïðîßâëßåòñß ïî-ðàçíîìó è óñèëèâàåòñß ñ ðîñòîì ïüåçîàêòèâíîñòè êî-
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ëåáàíèé íà ýòèõ ôîðìàõ. Òàê, äëß öèëèíäðà, íàïðèìåð, ïåðâàß è âòîðàß
ôîðìû êîëåáàíèé, îòîæäåñòâëßåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñ îáúåìíîé ïðîòè-
âîôàçíîé è èçãèáíîé ìîäàìè (ñì. ãëàâó 5), ïðè íàëè÷èè äåïîëßðèçîâàí-
íûõ çîí èç ðèñ. 8.14 íå èçìåíßþòñß (ÊÝÌÑ íà ýòèõ ôîðìàõ â ñëó÷àå
îòñóòñòâèß äåïîëßðèçàöèè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ký1 = 0, 014, ký2 =
= 0, 16). ×òî êàñàåòñß ïüåçîàêòèâíîé òðåòüåé ôîðìû êîëåáàíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé â äàííîé ãëàâå, òî å¼ ñèíôàçíîñòü ñ ïîßâëåíèåì äåïî-
ëßðèçîâàííîé çîíû íåñêîëüêî èñêàæàåòñß èç-çà ïîßâëåíèß â íåïîñðåä-
ñòâåííîé áëèçîñòè òîðöîâ öèëèíäðà óçëîâûõ îêðóæíîñòåé äëß ðàäè-
àëüíîé êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèß. Ñìåùåíèå ýòèõ îêðóæíîñòåé ïî íà-
ïðàâëåíèþ ê öåíòðó öèëèíäðà, ñâßçàííîå ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ äå-
ïîëßðèçîâàííîé çîíû (äëß ðèñ. 8.14), î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî.
 5. Ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé
ïüåçîïëàñòèíû ñ ó÷åòîì äåïîëßðèçàöèè ìàòåðèàëà
Ðàññìàòðèâàåòñß òîíêàß, ïîëßðèçîâàííàß ïî òîëùèíå ïüåçîêåðàìè-
÷åñêàß ïëàñòèíà ïðßìîóãîëüíîé ôîðìû ñ ðàçìåðàìè a, b, 2h
(2h min(a, b)). Ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ãëàâ-
íûå ãðàíè ïîëíîñòüþ ïîêðûòû áåñêîíå÷íî òîíêèìè ýëåêòðîäàìè, ê êî-
òîðûì ïîäâîäèòñß ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ∆ϕeiωt. Íà êîíòóðíîé ïîâåðõ-
íîñòè è ãðàíßõ îñóùåñòâëßåòñß êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþ-
ùèìè ñðåäàìè (òåìïåðàòóðû T ck è T c) ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîîòäà÷è
αòk è αò ñîîòâåòñòâåííî.
Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåðèàëà, ðàçìåðû ïëàñòèíû, çíà÷åíèß òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè-
íèìàþòñß òàêèìè æå, êàê è â ãë. 6, â ÷àñòíîñòè,
αòk = αò = 5 Âò/ì
2 · ãðàä, T ck = T c = 20◦ C.
Íà ðèñ. 8.17 ïðåäñòàâëåíà Ò×Õ óñòàíîâèâøåéñß ìàêñèìàëüíîé òåì-
ïåðàòóðû Tì â îêðåñòíîñòè îñíîâíîãî ïëàíàðíîãî ðåçîíàíñà. Çíà÷åíèå
Tì äîñòèãàåòñß â öåíòðå ïëàñòèíû. Êðèâûå 1 − 3 ðàññ÷èòàíû äëß ∆ϕ,
ðàâíîì 6; 30 è 45Â ñîîòâåòñòâåííî. Ñïëîøíûå ó÷àñòêè ëèíèé õàðàê-
òåðèçóþò âåòêè îäíîçíà÷íîñòè Ò×Õ, øòðèõîâûå ñîîòâåòñòâóþò âûñî-
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êîòåìïåðàòóðíûì âåòêàì â îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè Ò×Õ è âåòêàì,
ðåàëèçóåìûì ñ ó÷¼òîì ÷àñòè÷íîé äåïîëßðèçàöèè ìàòåðèàëà.
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Õàðàêòåð À×Õ àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîé Ò×Õ. Ïðè íåáîëüøèõ àì-
ïëèòóäàõ íàãðóçêè ∆ϕ (êðèâàß 1) òåìïåðàòóðà ðàçîãðåâà íå ïðåâûøà-
åò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèß Têð = 160◦C (çàìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà-
÷å ïüåçîìîäóëè îáíóëßþòñß ïðè ïðåâûøåíèè òåìïåðàòóðîé 160◦C) è
Ò×Õ è À×Õ êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íû îïèñàííûì ðàíåå â ãë. 6. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì ∆ϕ äåïîëßðèçàöèß ìîæåò íà÷àòüñß â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè
âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñîñòîßíèé êàê â îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè (êðè-
âàß 2), òàê è â îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè Ò×Õ è À×Õ (êðèâàß 3). Îòìå-
òèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè Ò×Õ íà ïðèìåðå êðèâîé 3. Ïðè óâåëè÷å-
íèè ÷àñòîòû ω (ω = ω¯ · 105ðàä/ñ) êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ñîîòâåòñòâó-
åò âíà÷àëå íèæíåé âåòêå III, õàðàêòåðèçóþùåéñß áûñòðûì âûõîäîì
òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Ïðè
ω¯
II




= 1, 6575, ω¯
IV
= 1, 665) ðåàëèçóåòñß êîëåáàòåëüíûé
ðåæèì, ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòêó IIIIV Ò×Õ. Õàðàêòåð ýâîëþöèé âî
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IV
ïîêàçàí íà ðèñ. 8.18 êðèâûìè 1 è 2 ñî-
îòâåòñòâåííî, à ýâîëþöèé äåéñòâèòåëüíîé u
′
1 è ìíèìîé u
′′
1 ÷àñòåé ïðî-
äîëüíîãî ïåðåìåùåíèß (â òî÷êå áo´ëüøåé îñè ïëàñòèíû, ëåæàùåé íà
óäàëåíèè a/4 îò å¼ êîíöà)  êðèâûìè 1 è 2 íà ðèñ. 8.19. Øòðèõî-
Ðèñ. 8.18. Ðèñ. 8.19.
âûå êðèâûå 1′ è 2′ õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèå âî âðåìåíè êîýôôèöèåíòà
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâßçè ký è êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèß ýëåêòðîìå-
õàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ψ
V
. Äàííûå íà ðèñ. 8.18 è 8.19 ïðèâåäåíû äëß
ω¯ = 1, 664. Âèäíî, ÷òî íà ïðîòßæåíèè äîâîëüíî äëèòåëüíîãî âðåìåíè
òåìïåðàòóðà è àìïëèòóäû âåëè÷èí ðàñòóò íåçíà÷èòåëüíî. Â íåêîòîðûé
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ìîìåíò âðåìåíè ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â ñèëó òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè
äîñòèãàþò òàêèõ çíà÷åíèé, ÷òî êîëåáàòåëüíàß ñèñòåìà âõîäèò âî âðå-
ìåííûé ðåçîíàíñ, ñîïðîâîæäàþùèéñß ðåçêèì óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû
òîêà (ïåðâûé ïèê êðèâîé 2 íà ðèñ. 8.18), óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû è ñìå-
íîé ôàç ïåðåìåùåíèé (ðèñ. 8.19). Êà÷åñòâåííî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ýôôåê-
òàì, îïèñàííûì â ãë. 6 ïðè ñëàáûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëßõ, êîãäà ïðîèñ-
õîäèò ïåðåõîä êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ñ íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà
êîëåáàíèé íà âûñîêîòåìïåðàòóðíûé ðåæèì. Îäíàêî, ïîñëå âûõîäà èç
ðåçîíàíñà, óñòàíîâèâøååñß ñîñòîßíèå, â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ
ðàíåå, íå äîñòèãàåòñß, ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà â ìåñòàõ ìàêñèìàëüíîãî
ðàçîãðåâà, óâåëè÷èâàßñü, äîñòèãàåò â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè âå-
ëè÷èíû Têð = 160◦C, íà÷èíàß ñ êîòîðîé õàðàêòåð òåìïåðàòóðíîãî õîäà
êðèâûõ çàâèñèìîñòåé ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà
ðåçêî ìåíßåòñß [171] è, êðîìå òîãî, ïðè Têð > 160◦C íà÷èíàåòñß äåïî-
ëßðèçàöèß. Ýòî ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâîìó ïîâåäåíèþ âðåìåííûõ
ýâîëþöèé âñåõ âåëè÷èí, ïðîßâëßþùåìóñß â ïðîõîæäåíèè ñèñòåìû ÷åðåç
âòîðîé âðåìåííûé ðåçîíàíñ ïåðåä âûõîäîì íà ñòàöèîíàðíûé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ó÷àñòêó III-IV Ò×Õ, ðåæèì êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 8.18 è 8.19
ýòî âèäíî ïî âòîðîìó ïèêó íà êðèâûõ 2 è ïîâòîðíîìó èçìåíåíèþ çíàêà
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ïåðåìåùåíèß.
Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è äëß öèëèíäðà, âûõîä íà âåòêó êðèòè÷åñêèõ ðå-
æèìîâ ñîïðîâîæäàåòñß óìåíüøåíèåì ÊÝÌÑ ký è óâåëè÷åíèåì ÊÇÝÌÊ
ψ
V
. Êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû äëß ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ó÷àñòêó IIIIV, ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê ïóò¼ì íåïîñðåäñòâåííîãî
âûõîäà íà õàðàêòåðèñòèêó ïðè êàæäîì ω¯
II
< ω¯ < ω¯
IV
, òàê è âûõîäà
íà õàðàêòåðèñòèêó äëß êàêîãî-ëèáî îäíîãî çíà÷åíèß ω¯ > ω¯
II
ñ ïîñëåäó-
þùèì ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèß ïî ÷àñòîòå, ÷òî ïîçâîëßåò çíà÷èòåëüíî
óìåíüøèòü çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè.
Óâåëè÷èâàß ÷àñòîòó (ω¯ > ω¯
IV
) è èñïîëüçóß ïðè¼ì ïðîäîëæåíèß ðå-
øåíèß ïî ÷àñòîòå, ïðèõîäèì ê ðåàëèçàöèè êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ íà
ó÷àñòêå IVV. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå äåïîëß-
ðèçîâàííîé çîíû â ïëàñòèíå. Ïðè ω¯ > ω¯
V
= 1, 725 êîëåáàíèß ñðûâàþòñß
íà âåòêó VIVII, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñß ñìåíîé ôàç ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ
âåëè÷èí.
Ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû äëß íåäåïîëßðèçîâàííîãî ýëåìåíòà êîëå-
áàòåëüíûé ïðîöåññ ñîîòâåòñòâóåò âíà÷àëå ó÷àñòêó VIIIIX Ò×Õ. Âðå-
ìåííûå ýâîëþöèè âåëè÷èí äëß ω¯
IV
< ω¯ < ω¯
V III
êà÷åñòâåííî àíàëî-
ãè÷íû îïèñàííûì â ãë. 6. Ïðè ω¯ < ω¯
IV
ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ïðîöåññà íà
 5. Ñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå ðåæèìû ... êîëåáàíèé ïüåçîïëàñòèíû...383
Ðèñ. 8.20.
âåòêó IIIIV, ñîïðîâîæäàþùèéñß ïîßâëåíèåì è ðàñøèðåíèåì äåïîëßðè-
çîâàííîé çîíû â öåíòðå ïëàñòèíû. Êðèâûìè 1, 2, 3 íà ðèñ. 8.20 ïîêàçàíî
ðàçâèòèå âî âðåìåíè àìïëèòóäû òîêà, ÊÝÌÑ è ÊÇÝÌÊ ïðè ω¯ = 1, 664
äëß ñëó÷àß, êîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû âûáèðàëàñü óñòà-
íîâèâøàßñß òåìïåðàòóðà ïëàñòèíû äëß ω¯ = 1, 666. Ïðåâûøåíèå òåìïå-
ðàòóðîé â íåêîòîðûé ìîìåíò ðàçîãðåâà âåëè÷èíû Têð è ïîßâëåíèå çîíû
äåïîëßðèçàöèè âûçûâàåò âðåìåííûé ðåçîíàíñ ñèñòåìû, êîãäà òîê ðåç-
êî âîçðàñòàåò (êðèâàß 1). Àíàëîãè÷íàß ñèòóàöèß èìåëà ìåñòî â ñëó÷àå
âûõîäà ïðîöåññà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì èç íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû
20◦C è ñîîòâåòñòâîâàëà âòîðîìó ðåçîíàíñó íà ðèñ. 8.18 è 8.19. Îäíàêî,
íà÷àëó ïðîöåññà äåïîëßðèçàöèè â ýòîì ñëó÷àå ïðåäøåñòâîâàë ñîïðîâî-
æäàþùèéñß âðåìåííûì ðåçîíàíñîì ïåðåõîä ñèñòåìû íà âûñîêîòåìïå-
ðàòóðíûé ðåæèì. Â ñëó÷àå ðèñ. 8.20 âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ñîñòîßíèå
Ðèñ. 8.21. Ðèñ. 8.22.
âûáðàíî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðèñ. 8.20 ôðàãìåíòû ðàçâèòèß âî âðåìåíè äåïîëßðèçîâàííîé çîíû â
ñðåäíåé ÷àñòè ïëàñòèíû ñ ìîìåíòà å¼ âîçíèêíîâåíèß è äî ìîìåíòà óñòà-
íîâëåíèß ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ñîñòîßíèß ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.21, à
âðåìåííûå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû â òî÷êàõ áo´ëüøåé îñè ïëàñòèíû, óäà-
ëåííûõ îò å¼ öåíòðà ñîîòâåòñòâåííî íà 0, a/8, 5a/24, a/3, a/2  êðèâû-
ìè 1 − 5 íà ðèñ. 8.22. Âèäíî, ÷òî ïðîöåññ äåïîëßðèçàöèè ñîïðîâîæäà-
åòñß ñóùåñòâåííûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû â ïëàñòèíå, ÷åì
è îáúßñíßåòñß äîâîëüíî äëèòåëüíûé âî âðåìåíè âûõîä êîëåáàòåëüíîé
ñèñòåìû íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ðàçîãðåâà.




), èñïîëüçîâàòü ïðè¼ì ïðî-
äîëæåíèß ðåøåíèß ïî ÷àñòîòå, ìîæíî ïðèéòè ê ðåàëèçàöèè êîëåáàòåëü-
íîãî ðåæèìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêó III-X Ò×Õ. Ïðè ω¯ < ω¯
X
ïðî-
èñõîäèò ïåðåñêîê ïðîöåññà íà âåòêó XI-XII. Ïîâåäåíèå Ò×Õ ïðè íà-
ïðßæåíèè ∆ϕ = 30 B, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò êðèâàß 2 íà ðèñ. 8.17,
äî ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèß äåïîëßðèçàöèîííûõ ïðîöåññîâ êà÷åñòâåííî
àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó â ãë. 6. Óìåíüøàß ÷àñòîòó è èñïîëüçóß ïðè¼ì
ïðîäîëæåíèß ðåøåíèß ïî ïàðàìåòðó ÷àñòîòû, ïðèõîäèì ê ðåàëèçàöèè
384 Ãëàâà 8. Êîëåáàíèß ... ñ ó÷¼òîì ... äåïîëßðèçàöèè ìàòåðèàëà
ñêà÷êà ïðîöåññà ñ îäíîé âåòêè íà äðóãóþ â ðåçóëüòàòå ïîßâëåíèß äåïî-
ëßðèçîâàííîé çîíû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíû. Êàê è ðàíüøå, ýòîò
ñêà÷îê ñîïðîâîæäàåòñß âðåìåííûì ðåçîíàíñîì, êîãäà àìïëèòóäû âåëè-
÷èí äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé è ïðîèñõîäèò ñìåíà ôàç ýòèõ
âåëè÷èí. Âðåìåííûå ýâîëþöèè ýòèõ âåëè÷èí êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íû
ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêàõ 8.20  8.22.
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